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ERSTES KAPITEL. 


Schiefe P arallelpr oj ektion und axonometrische ProjeMion. 

Allgemeines. 

1. Das Grund- und AufriBverfahren, das im I. Bande eine 
ausführliclie Behandlung erfahren und mannigfache Anwendungen 
gefunden bat, ist bei der Darstellung raumlicher Gebilde zumeist in 
Gebrauch. Es sind bierftir insbesondere zwei Gründe maftgebend; 
erstens zeicbnen sich die dabei angewendeten Konstruktionen durch 
besondere Einfacbheit aus, zweitens sind die wabren MaBverhâltnisse 
von Strecken, Winkeln oder einzelnen Teilen des raumlichen Gebildes 
leicbt aus seinen beiden Rissen zu entnekmen. 

Der Darstellung eines Gebildes durch orthogonale Proj ektion 
stellt sich seine Darstellung durch schiefe Par allelproj ektion 1 ) 
an die Seite. Entbehrt diese Darstellungsweise vielfach jener Ein- 
fachheit der Konstruktion, die der orthogonalen Proj ektion eigen ist, 
so bietet sie als Ersatz dafür ein Bild des Gegenstandes, das sich 
durch auBerordentlich groBe Anschaulichkeit àuszeichnet In dieser 
Richtung wird sie freilich noch von dem perspektiven Bild, dessen 
gesetzmaBige EntwickeluDg im folgenden KajDitel behandelt wird, 
tibertroffen ; dieses gibt unseren Gesichtseindruck von dem Gegen- 
stand am vollkommensten wieder und gleicht hierin ganz dem durch 
eine photographische Aufnahme hergestellten Bilde. Bei Gegea- 
standen von geringer raumlicher Ausdebnung stellt jedoch das durch 
schiefe Parallelproj ektion erzielte Bild dem perspektiven Bild nur 
wenig an Anschaulichkeit nach; es ist indessen leichter zu entwerfen 
und gestattet eine einfachere Entnahme der Mafie des Gegenstandes 
aus seiner Zeichnung, 
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lichen und technischen Apparaten, weil die Kanten dieser Objekte 
vorzugsweise nach drei zueinander senkrechten Richtungen (nacli der 
Breite, Hohe und Tiefe) verlaufen. Man findet sie darum in wissen- 
schaftlichen und technischen Werken hâufig für die erlâuternden 
Textfiguren angewandt, nnd so ist sie auch im I. Bande dieses 
Bûches bereits mehrfach stillschweigend benutzt worden, nm rauin- 
liche Gebilde in Ermangelung von Modellen durch die Zeiclmung 
der Anschauung naher zu bringen. 

2. Die Hauptschwierigkeit, die richtige Vorstellung von einem 
Gegenstand aus seinem Grund- nnd AufriB zu erlangen, besteht darin, 
daB für die beiden Risse verschiedene Projektionsrichtungen benutzt 
werden, und daB die Ebenen der Risse in Wirklichkeit aufeinander 
senkrecht stehen, in der Darstellung durch die Zeiohnung aber zu- 
sammenfallen. Man hat es also mit zwei ganz verschiedenen Bildern 
(Projektionen) des Gegenstandes zu tun, von denen aber keines für 
sich allein geniigt, eine richtige Yorstellung von ihm zu erwecken. 
Um diese zu gewinnen muB erst ein DenkprozeB stattfmden, der 
beide Risse zu einer einzigen, Gestalt und Lage des Objekts um- 
fassenden Yorstellung kombiniert. Dieser DenkprozeB deckt sich 
jedoch keineswegs mit dem uns so geliiufigen, durch den die beiden 
Netzhautbilder eines Gegenstandes zu einer Gesamtvorstellung von 
ihm verschmelzen. Demi einerseits befinden sich die beiden Netz- 
hautbilder in einer, wie man wohl kurz sagen darf, natürlicben rela- 
tiven Lage zueinander, was bei Grund- und AufriB durchaus nicht 
der Eall ist, und andererseits schlieBeu die projizierenden Strahlen, 
welche die beiden Netzhautbilder eines Punktes liefern, nur einen 
sehr kleinen Winkel miteinander ein. 

Bekanntlich vermittelt auch das Sehen mit einem Auge eine 
raumliche Vorstellung von den Dingen, wobei freilich die Lichtver- 
teilung und die Scharfe der einzelnen Teile des im Auge erzeugten 
Bildes eine wesentliche Rolle spielen. Gleichwohl sind Irrtümer hier- 
bei nicht selten. Solche Irrtümer sind jedoch ausgeschlossen, sobald 
der Gegenstand sich über einer. horizontalen Flache erhebt, und wir 
irgendwie in den Stand gesetzt sind die relative Lage seiner einzelnen 
Teile (Ecken, Eanten usw-) ihr gegenüber zu beurteilen. Yon diesem 
Umstande macht auch die schiefe Parallelprojektion Gebrauch 
indem sie eine Horizontalebene zu Hilfe nimmt und das raumliche 
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punkt P liegenden Punkt der Horizontalebene und zeichnet yoti beiden 
die schiefe Parallelprojektion Pj und P s , so ist die Lage des Raum- 
punktes vollig bestimmt, wenn die Projektionsrichtung und die Lage 
der Horizontalebene gegen die Bildebene bekannt sind. Es wird 
indessen niclit nôtig sein zu jedem Raumpunkt den senkrecht darunter 
liegenden Punkt der Horizontalebene anzugeben, vielmehr wird es 
genügen, dieses nur für eine Ànzahl Punkte zu tun; die Lage der 
übrigen gekt dann ans ihren Yerbindungslinien mit diesen hervor. 

3. Die schiefe Parallelprojektion bedient sicli, wie 
schon bemerkt, nur einer einzigen Bildebene; sie muB aber 
neben den Bildern der Punkte und Linien iin Baume auch 
die Bilder ihrer orthogonalen Projektionen auf eine Hori- 
zontalebene angeben. Doch genügt es zumeist die Bilder der 
orthogonalen Projektionen nur für eine Heine Anzahl von Punkten 
und Linien zu zeichnen. Reicht sonach eine einzige Horizontalebene 
aus, um ein râumliches Gebilde mittels seiner Lagebeziehung zu ihr 
in schiefer Parallelprojektion darzustellen, so ist es doch von Vorteil 
drei zueinander rechtwinklige Àchsen zugrunde zu legen und 
ihre Lage gegen das Gebilde bei der Konstruktioh seiner Parallei- 
projektion zu verwerten. 

Die drei rechtwinkligen Achsen, auf die wir den abzubildenden 
Gegenstand beziehen, werden Koordinatenachsen genannt und 
mit x, y, z bezeichnet. Je zwei bestimmen die drei zueinander senk- 
rechten Koordinatenebenen, namlich TTj — xy, TT 2 = x z, TT 3 = y z, 
denen wir wie früher beziehentlich die Uamen Grundrift-, AufriB- 
und SeitenriBebene beilegen werden. Der Achsenschnittpunkt heiBt 
Anfangspunkt oder Ursprung O. Unter den Koordinaten x,y, z 
eines Punktes versteht man seine parallel zu den gleichbenannten 
Achsen genommenen und mit bestimmten Vorzeichen versehenen Ab- 
stande von den Koordinatenebenen, Eügt man, vom Ursprung O 
beginnend, die Koordinaten eines Punktes in irgend einer Reihen- 
folge und in den gehôrigen Kichtungen aneinander, so entsteht ein 
Koordinatenzug, der in dem betreffenden Punkte selbst endigt. 

Ist nun die Parallelprojektion der drei Koordinatenachsen ge- 
geben und für jede der Mafîstah, d, h. das Verhaltnis einer auf 
ihr abgetragenen Bildstrecke zur wahren Lange dieser Strecke, be- 
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einer Eaumfigur durcli die der Koordinaten ilirer Punkte 
zu bestimmen, beiBt Axonometriep) 

4. Die axonometrische Projektion wird nach Annabme 
eines festen Koordinatensystems, au£ das man den abzu- 
bildenden Gegenstand beziebt, duroh die Stellnng der 
Bildebene zu diesem und die Ricktung der projizierendeu 
Strablen bestimmt. Die Wahl des Koordinatensystems ist ohne 
Wirkung aûf das Bild, vvenn man die Projektionsricbtung und die 
Lage des Gegenstandes "gegenüber der Bildebene festhalt. Man wird 
das Koordinatensystem desbalb so annebmen diirfen, daB seine Lage 
bezüglicb des darzustellenden Gegenstandes so einfach wie nnr moglick 
ist; dann werden sein Grand-, Auf- und SeitenriB, d. b. seine ortho* 
gonalen Projektionen auf die Koordinatenebenen, eine môglichst 
einfacbe Form annebmen. 

Liegen zwei Pisse eines Gegenstandes gezeicknet Tor, so kann 
man aus ibnen die Koordinaten semer einzelnen Punkte direkt ab- 
greifen und sonacb sein axonometrisckes Bild, wie schon vorber dar- 
getan, entwerfen. Hierzu ist kaurn etwas weiteres binzuzufügen, so- 
weit es sicb um eine punktweise Übertragung des Bildes aus den 
Eissen bandelt. Aucb die Licbtgrenze, sowie ibr Schlagscbatten 
konnen übertragen werden, wenn sie in den Eissen gezeicbnet vor- 
liegen. Dagegen erfordern die bei dem axbnometriscben 
Bilde in Erscheinung tretenden krummliriigen Umrisse eine 
besondere Konstruktion. Es bat das etwa in der folgenden 
Weise zu gescbeben. Man zeicbne in den vorliegenden Grand- und 
AuftiB des Gegenstandes die Risse eines Sehstràbls s ein, der zur 
Projektionsricbtung parallel ist, und bestimine mit ibrer ïïilfe Grund- 
und ÂufriB des zu dieser Sehstrablricbtun'g gebôrigen Umrisses, 
worauf man aus beiden das axonometrische Bild des Umrisses durch 
Übertragen gewinnt. 

Bei der Konstruktion des geradbnigen Umrisses yon Zylinder 
und Kegel wird man aucb leicbt direkt ans Ziel gelangen, nackdem 
man das Bild der Basislcurve und das Bild einer Mantellinie des 
Zylinders oder der Spitze des Kegels gezeicbnet bat. Bei den Regel- 
flacben (Regelsckraubenflachen usw.) wird sicb der UmriB unmittel- 
bar als Hüllkurve der Bilder seiner Erzeugenden ergeben. Bei den 
Rotations- und allgemeinen Scbraubenflacben wird man jedocb die in 
Kap. VIII und X Bd. I dargelegten Verfabren zu yerwenden baben, 
um zunachst Grund- und AufriB des zu der vorgeschriebenen Seb- 
strablricbtung gebôrigen Umrisses zu zeicbnen. Die daselbst durch- 
gefübrten Metboden und Ixonstraktionen zur Bestimmung der Licht- 
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grenze sincl ohne weiteres hier zur Anwendung zu bringen; es tri tt 
nur an Stelle des Lichtstrahles der Sehstrahl und somit an Stelle 
der Licktgrenze der zur Sehstrahlrichtung gehorige Umriô. 

5. Kann man somit das Entwerfen des axonometrisohen Bildes 
eines Gegenstandes mit Hill'e seiner Bisse als erledigt ansehen, in- 
sofern ja das punktweise Übertragen keinerlei Schwierigkeiten bietet, 
so veràndert sich die Saclilage durckaus, sobald es sich um die 
konstruktive Entwickelung des Bildes aus bekannten Daten und 
Eigenschaften des abzubildenden Gegenstandes kandelt. Gerade in 
dieser Form liegt die Aufgabe oft Yor, wenn von, einem Objekt ein 
axonometrisehes Bild skizziert werden soll; gewolmlich wird man 
dann nickt erst xorher seinen Grund- und AufriB zeichnen. Es 
werden deshalb im folgenden in erster Linie solche Konstruktionen 
zu behandeln sein, die unmittelbar in der axonometrisohen Figur 
selbst Yorgenommen werden. Diese Konstruktionen gestalten sich, 
wie wir sehen werden, wesentlich Yerschieden je nach der Lage derBild- 
ebene und der Projektionsrichtung gegenüber den Koordinatenachsen. 

6, Das allgemeinste axonometrische Bild erhaltman, wenn 
man die Bildebene gegen die Projektionsrichtung geneigt annimmt, 
und beide gegen das feste Koordinatensystem eine beliebige geneigte 
Lage besitzen. Will man die axonometrische Projektion in dieser 
allgemeinen Form anwenden, so benutzt man dabei am besten die 
Yorher besprochene Übertragung mittels Grund- und AufriB, d. h. 
mittels der orthogonalen Projektionen auf die x ?/-Ebene und die 
xz-Ebene, da die direkten Konstruktionen in der axonometrischeu 
Figur zu kompliziert werden. Man erreicht indes den Zweck, welcher 
der axonometrisohen Abbildung zugrunde liegt und in der Erzielung 
eines Bildes Yon grôBerer Anschaulichkeit besteht, schon durch 
speziellere Annahmen ilber die gegenseitige Lage von Achsensystem, 
Bildebene und Projektionsrichtung; unter ihnen wird man natürlich 
denjenigen den Vorzug geben_, welche die moglichste Einfachheit der 
Konstruktion gewahren und zugleicheine môglichst plastische Wirkung 
des Bildes erzielen. Es ist deshalb bei ihrer Auswahl im einzelnen 
Falle darauf zu achten, dafi keine der wicktigeren Kanten und 
Seitendàchen des darzustellenden Gegenstandes als bloBer Punkt, 
bzw. als Gerade prscheine. DemgemaB finden — abgesehen Yon 
der schon erwàhnten allgemeinen Lage — Yornehmlich folgende drei 
speziellere Annahmen eine ausgedehntere Anwendung. 

a) Man wahlt die Bildebene parallel zu einer Koor- 
dinatenebene — der AufriB- oder æz-Ebene — oder laBt 
sie mit ihr zusammcnfallen und ftihrt eine sehiefe Projektion 
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einer Paumfigur durch die der Koordinaten ikrer Punkte 
zu bestimmen, heifît Axonometrie. 2 ) 

4. Die axonometriscke Projektion wird nacli Annahme 
eines festen Koordinatensystems, auf das man deû abzu- 
bildenden Gegenstand bezielit } durch die Stellung der 
Bildebene zu diesern und die Richtung der projizierenden 
Straklen bestimmt. Die Wahl des Koordinatensystems ist ohne 
Wirkung auf das Bild, wenn man die Projektionsriohtixng und die 
Lage des Gegenstandes 'gegenüber der Bildebene festkâlt. Man wird 
das Koordinatensystem deshalb so annehmen dürfen, daB seine Lage 
bezüglich des darzustellenden Gegenstandes so einfach wie nur môglick 
ist; dann werden sein Grand-, Auf- und SeitenriB, d. h. seine ortho- 
gonalen Projektiouen auf die Koordinatenebenen, eine moglichst 
einfache Form annehmen. 

Liegen zwei Pisse eines Gegenstandes gezeicknet vor, so kann 
man aus ihnen die Koordinaten seiner einzelnen Punkte direkt ab- 
greifen und sonach sein axonometrisckes Bild, wie schon vorher dar- 
getan, entwerfen. Hierzu ist kaum etwas weiteres hinzuzufügen, so- 
weit es sich um eine punktweise Übertragung des Bildes aus den 
Pissen handelt. Àuch die Lichtgrenze, sowie ihr Schlagschatten 
kônnen übertragen werden, wenn sie in den Pissen gezeichnet vor- 
liegen. Dagegen erfordern die bei dem axbnometrischen 
Bilde in Erscheinung tretenden krummlinigen Umrisse eine 
besondere Konstruktion. Es hat das etwa in der folgenden 
Weise zu geschelien. Man zeichne in den vorliegenden Grand- und 
AufKB des Gegenstandes die Pisse eines Sehstrâkls s ein, der zur 
Proj ektionsri chtung parallel ist, und hestimme mit ihrer Hilfe Grund- 
und AufriB des zu dieser Sehstrahlricktung gebôrigen Umrisses, 
worauf man aus beiden das axonometriscke Bild des Umrisses durch 
Übertragen gewinnt. 

Bei der Konstruktion des geradlinigen Umrisses yon Zylinder 
und Kegel wird man auck leicht direkt ans Ziel gelangen, naclidem 
man das Bild der Basiskurye und das Bild einer Mantellinie des 
Zylinders oder der Spitze des Kegels gezeichnet hat, Bei den Pegel- 
flachen (Regelschraubenflachen usw.) wird sich der UmriB unmittel- 
bar als Hüllkurve der Bilder seiner Erzeugenden ergeben. Bei den 
Rotations- und allgemeinen Schraubenflâchen wird man jedock die in 
Kap. VIII und X Bd. I dargelegten Verfahren zu verwenden hahen,. 
um zunâchst Grand- und AufriB des zu der vorgeschriebenen Seh- 
strahlricktung gehôrigen Umrisses zu zeichnen. Die daselbst durch- 
geführten Methoden und Konstruktionen zur Bestimmung der Licht- 
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grenze sind ohne weiteres hier zur Anwendung zu bringen; es tritt 
nur an Stelle des Lichtstrahles der Sehstrahl und somit an Stelle 
der Lichtgrenze der zur Sehstrakh'ichtung gehôrige Umrifî. 

5. Kami man somit das Entwerfen des axonometrischen Bildes 
eines Gegenstandes mit Hilfe seiner Bisse als erledigt anseken, in- 
sofern ja das punktweise Übertragen keinerlei Scliwierigkeiten bietet, 
so verandert sich die Sacblage durckaus, sobald es sich um die 
konstruktive Entwickelung des Bildes ans bekannten Daten und 
Eigenschaften des abzubildenden Gegenstandes kandelt. Gerade in 
dieser Form liegt die Atifgabe oft vor, wenn von. einem Objekt ein 
axonometrisckes Bild skizziert werden soll; gewôhnlich wird man 
dann nickt- erst vorker seinen Grund- und AufriB zeicbnen. Es 
werden deshalb im folgenden in erster Linie solche Konstruktionen 
zu behandeln sein, die unmittelbar in der axonometrischen Figur 
selbst vorgenommen werden. Diese Konstruktionen gestalten sich, 
wie wir sehen werden, wesentlich yerschieden je nach der Lage derBild- 
ebene und der Projektionsrichtung gegenüber den Koordinatenachsen. 

0. Das allgemeinste axonometrische Bild erhaltman, wenn 
man die Bildebene gegen die Projektionsrichtung geneigt annimmt, 
und beide gegen das feste Koordinatensystem eine beliebige geneigte 
Lage besitzen. Will man die axonometrische Projektion in dieser 
allgemeinen Form anwenden, so benutzt man dabei am besten die 
vorker besprochene Übertragung mittels Grund- und AufriB, d. h. 
mittels der orthogonalen Projektionen auf die x y-Ebene und die 
;r.z-Ebene, da die direkten Konstruktionen in der axonometrischen 
Figur zu kompliziert werden. Man erreickt indes den Zweck, welcker 
der axonometrischen Àbbildung zugrunde liegt und in der Erzielung 
eines Bildes von groBerer Ansckaulichkeit besteht, schon durch 
speziellere Annahmen liber die gegenseitige Lage von Achsensystem, 
Bildebene und Projektionsrichtung; unter ilinen wird man natürlich 
denjenigen den Vorzug geben, welche die môglickste Einfachheit der 
Konstruktion gewiihren und zugleich eine moglichst plastische Wirkung 
des Bildes erzielen. Es ist deshalb bei ihrer Auswahl im einzelnen 
Falle darauf zu achten, daB keine der wichtigeren Kanten und 
Seitenflâchen des darzustellenden Gegenstandes als bloBer Punkt, 
bzw. als Gerade ersckeine. Demgemâfi finden — abgesehen von 
der schon erwâhnten allgemeinen Lage — vornehmlich folgencle drei 
speziellere Annahmen eine ausgedehntere Anwendung. 

a) Man wahlt die Bildebene parallel zu einer Koor- 
dinatenebene — der AufriB- oder x 2 -Ebene — oder laBt 
sie mit ihr zusammenfallen und fiihrt eine schiefe Projektion 
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einer Raumfigur durcli die der Koordinaten ilirer Punkte 
zu bestimmen, heifit AxonometrieP) 

4. Die axonometrische Projektion wird nach Annahme 
eines festen Koordinatensystems, auf das man den abzu- 
bildenden Gegenstand bezieht, durck die Stellung der 
Bildebene zu diesem und die Richtung der projizierenden 
Stralilen bestimmt. Die Wahl des .Koordinatensystems ist ohne 
Wirkung auf das Bild, wenn man die Projektionsrichtung und die 
Lage des Gegenstandes ’gegenüber der Bildebene festhàlt. Man wird 
das Koordinatensystem desbalb so annebmen diirfen, daB seine Lage 
bezüglicb des darzustellenden Gegenstandes so einfach wie nurmoglicb 
ist; dann werden sein Grand-, Auf- und SeitenriB, d. b. seine ortbo- 
gonalen Projektionen auf die Koordinatenebenen, eine môglicbst 
einfach e Form annebmen. 

Liegen zwei Pisse eines Gegenstandes gezeicbnet yor, so kann 
man aus ibnen die Eoordinaten seiner einzelnen Punkte direkt ab- 
greifen und sonacb sein axonometrisches Bild, wie scbon vorber dar- 
getan, entwerfen. Hierzu ist kaum etwas weiteres hinzuzufügen, so- 
weit es sicb um eine punktweise Übertragung des Bibles aus den 
Pissen bandelt. Aucb die Licbtgrenze, sowie ibr Scblagscbatten 
konnen tibertragen werden, wenn sie in den Pissen gezeicbnet vor- 
liegen. Dagegen erfordern die bei dem axbnometrischen 
Bilde in Erscbeinung tretenden krumrulinigen Umrisse eine 
besondere Konstruktion. Es bat das etwa in der folgenden 
Weise zu gescbeben. Man zeicbne in den vorliegenden Grund- und 
AufriB des Gegenstandes die Pisse eines Sehstrahls s ein, der zur 
Projektionsricbtung parallel ist, und bestimme mit ibrer Hilfe Grund- 
und AufriB des zu dieser Sebstrablricktung gehôrigen Umrisses, 
worauf man aus beiden das axonometrische Bild des Umrisses durck 
tibertragen gewinnt. 

Bei der Ebnstruktion des geradlinigen Umrisses yon Zylinder 
und Kegel wird man aucb leicbt direkt ans Ziel gelangen, nacbdem 
man das Bild der Basiskurve und das Bild einer Mantellinie des 
Zylinders oder der Spitze des Ebgels gezeicbnet bat. Bei den Pegel- 
ilacben (Regelscbraubenflacben usw.) wird sicb der UmriB unmittel- 
bar als Hüllkurye der Bilder seiner Erzeugenden ergeben. Bei den 
Potations- nnd allgemeinen Scbraubenfiacben wird man jedocb die in 
Kap. VIII nnd X Bd. I dargelegten Verfahren zu verwenden kaben,, 
um zunâcbst Grund- und AufriB des zu der yorgescbriebenen Seb- 
strablrichtung gehôrigen Umrisses zu zeicbnen. Die daselbst durch- 
gefübrten Methoden uud Ebnstruktionen zur Bestimmung der Licbt- 
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grenze sincl ohne weiteres hier zur Anwendung zu bringen; es tritt 
nur an Stelle des Liehtstrahles der Sehstrahl und somit an Stelle 
der Lichtgrenze der zur Sekstraklrichtuug gehôrige UmriB. 

5. Kami man somit das Entwerfen des axonometriscken Bildes 
eines Gegenstandes mit ïïilfe semer Kisse als erledigt anseken, in- 
sofern ja das pnnktweise Übertragen keinerlei Schwierigkeiten bietet, 
so verandert sioh die Sachlage durckaus, sobald es sicli nm die 
konstruktive Entwickelung des Bildes ans bekannten Daten und 
Eigensckaften des abzubildenden Gegenstandes kandelt. Gerade in 
dieser Form liegt die Aufgabe oft vor, wenn von einem Objekt oin 
axonometrisckes Bild skizziert werden soll; gewohnlick wird man 
dann nickt erst vorker seinen Grund- und AufriB zeiclinen. Es 
werden deskalb im folgenden in erster Linie solcke Konstruktionen 
zu bekandeln sein, die unmittelbar in der axonometrischen Figur 
selbst vorgenommen werden. Diese Konstruktionen gestalten sick, 
wie wir seken werden, wesentlick verschiedenjenach derLage der Bild- 
ekene nnd der Projektionsricktung gegenüber den Koordinatenacksen, 

6. Das allgemeinste axonometriscke Bild erhiiltman, wenn 
man die Bildebene gegen die Projektionsricktnng geneigt annimmt, 
und beide gegen das teste Koordinatensystem eine beliebige geneigte 
Lage besitzen. Will man die axonometriscke Projektion in dieser 
allgemeinen Form anwenden, so benutzt man dabei am besten die 
vorker kesprockene Übertragung .mittels Grund- und AufriB, d. k. 
mittels der ortkogonalen Projektionen auf die x y-Ebene und die 
x z-Ebene, da die direkten Konstruktionen in der axonometriscken 
Figur zu kompliziert werden. Man erreickt indes den Zweck, welcher 
der axonometriscken Abbildung zugrunde liegt und in der Erzielnng 
eines Bildes von groBerer Ansckaulickkeit bestekt, sohon durch 
speziellere Annakmen iiber die gegenseitige Lage von Achsensystem, 
Bildebene und Projektionsricktung; unter iknen wird man nattirlick 
denjenigen den Vorzug geben, welcke die môglickste Einfaokkeit der 
Konstruktion gewakren und zugleickeine môglickst plastiscke Wirkung 
des Bildes erzielen. Es ist deskalb bei ikrer Auswakl im einzelnen 
Falle darauf zu aekten, daB keine der wichtigeren Kanten und 
Seitenflâcken des darzustellenden Gegenstandes als bloBer Punkt, 
bzw. als Gerade erseheine. DemgemkB finden — abgesehen von 
der sckon erwaknten allgemeinen Lage — vornekmlick folgende drei 
speziellere Annakmen eine ausgedekntere Anwendung. 

a) Man wâklt die Bildebene parallel zu einer Koor- 
dinatenebene — der AufriB- oder r z-Ebene — oder laBt 
sie mit ikr zusammenfallen und ftikrt eine sokiefe Projektion 
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ans. Dies bietet unter auderem deu Vorteii, daB zwei Koordinaten 
eines jeden Punktes si ch in ihrer wahren Lange und Richtung ab- 
bilden. Lie dritte Koordinate wird in einer schrâgen Richtung und 
meist in eineni bestimmten Yerhaltnis verkürzt dargestellt. — Las 
nach diesem Yerfahren entworfene Bild eines Objektes wirkt be- 
sonders ansckaulick, wenn man es bei groBerer Entfernung an- 
nahernd in der Richtung der projizierenden Strahlen betrachtet. 

/?) Man legt die Bildebene durch die vertikale z-Achse, 
aber gegen die x- und y-Aehse geneigt, und fübrt dann eine 
schiefe Projektion aus. Hier behâlt nur nocb die z-Koordi- 
nate ihre Richtung und Lange im Bilde bei, wabrend die Bilder 
der beiden andern Koordinaten irgendwelche Winkel mit ibr ein- 
schlieBen und dabei jede ftir sich eine bestimmte Yerkürzung oder 
Yerlangerung erfabren. Lieses Yerfahren ist in seinen JKonstruk- 
tionen weniger einfacb als das vorhergebende ; es gestattet jedoch 
eine giinstigere Wahl der Projektionsricktung gegen die Bildebene. 
Man wàhlt sie zumeist so, daB eine zu ibr parallèle Ebene durch 
die z-Achse auf der Bildebene senkrecht stebt; dann geben die 
so erzielten Bilder bei gerader Gegenüberstellung des Bescbauers 
eine anscbaulicbe Wirkung (mit Obersicbt). — Aucb wenn man 
diese besondere Annahme über die Projektionsrichtung nicbt macht, 
pflegt man bei ihrer Wahl nicht weit von jener abzuweicben. 

y) Man nimmt die Bildebene gegen aile drei Koordi- 
natenacbsen geneigt an und fübrt einesenkrecbteProjektion 
aus. Audi hier gilt das gleicbe für die Stellung des Bescbauers 
gegenüber dem Bild wie bei (3). 

Nocb ist hervorzukeben, daB in unserer Vorstellung die raum- 
lichen Gegenstande zur Yertikalricbtung meist in einer ausgepragten 
Beziebung steben. Lieses aucb im axonometrischen Bilde hervor- 
treten zu lassen und dadurcb die anscbauliche Wirkung zu er- 
zieîen, weil sie der gewohnten Yorstellung entspricbt, sind die unter 
ce] und /?) genannten Yerfahren besonders geeignet, wobei man sicb 
Bildebene und z- A dise vertikal gestellt denkt. 

Lie beiden unter ce) und (3) angefiihrten Larstellungsmethoden be- 
zeichnet man gewôhnlich scblecbtbin als schiefe Projektion, die 
unter a) im besonderen aucb als Kavalierper.spektive — , die 
unter y) angefübrte als orthogonale Axonometrie oder aucb 
kurz als axonometrisehe Projektion. Wir werden in der Polge 
beide Namen ebenfalls in dieser engeren Bedeutung gebraueben. 
Ehe wir aber diese Methoden einzeln besprecheiij müssen wir dem 
Eundamentalsatz der Axonometrie, der die Grundlage für die 
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allgemeinste axonometrisehe Projektion bildet, nnsere Aufmerksam- 
keit zuwenden. 

7. Tràgt man vom Ursprung O aus auf jede der drei Koordi- 
natenachsen x,y,z in positiver Richtung eiue imd dieselbe Strecke 
h = O A = O B — O C ah, so entsteht eine Figur O ABC, die wir als 
rechtwinklig-gleichschenkliges Achsenkreuz ® bezeichnen 
wollen. Fur die Abbildung eines solcben Achsenkrenzes dur cli 
schiefe Projektion gilt der von Pohlke aufgefundene und naçh ihm 
benannte Satz 3 ): 

Irgend drei in einer EbeneTT aus einem Punkte O s (in be- 
liebiger Richtung und Lànge) gezogene Strecken 0 8 A S , O s B s , 
O s C s kônnen stets als schiefe Parallelprojektion eines reoht- 
winklig-gleichschenkligen Achsenkreuzes O ABC oder fi) ange- 
sehen werden, dessen Sohenkellange dadurch bestimmt ist. 

Man kann dem Satz eine noch allgemeinere Passung geben, 
indem man die Annahme, daB die Strecken OA, OB, OC gleich lang 
und zueinander rechtwinklig sein sollen, fallen lafît: 

Durch passende Wahl von Proj ektionsrichtung und 
Bildebene kann man es stets erreichen, daB das Bild 
0 s A s B s C 3 eines gegebenen Tetraëders O ABC einem ge- 
gebenen Viereck O 0 A 0 B 0 C Q ahnlich wird. 

Einen Beweis für den Pohlkeschen Satz, sowie die kon- 
struktive Ermittelung der gegenseitigen Lage von Achsenkreuz und 
seinem Bild, gibt uns die in 214 Bd. XII behandelte Aufgabe. Da- 
selbst wird allerdings von gewissen Eigenschaften der Flâchen 
2. Grades und ihrer Umrisse Gebrauch gemacht. Es mag desbalb 
hier die Bestimmung der Lage des Achsenkreuzes, wenn sein Bild 
gegeben ist, auf einem anderen Wege durchgeführt werden, der im 
wesentlichen auf einer 'Anwendung der in 108 Bd. I behandelten 
Aufgabe beruht. Dort galt es die Lage eines Dreiecks ABC zu 
bestimmen, dessen AufriB A" B” C" bekannt war und das einem 
gegebenen Dreieck ahnlich sein sollte. 

S. Ist die Lage des Achsenkreuzes ® gegen die Bildebene sowie 
die Richtung der Projektionsstrahlen bekannt, so ist damit auch sein 
Bild bestimmt. Schneidet man nun die Projektionsstrahlen mit 
einer zu ihnen senkrechten Ebene N, so erhalt man eine Figur ® , 
oder O v A v B v O v , die sowohl als Orthogonalprojektion von® als auch 
von ® s erscheint. Hierbei sind die Figuren ® v und aflin, die 
Spur n l der Ebene N in der Bildebene ist die Affinitatsachse. Zieht 
man durch 0 & die GeradenlC^X^ und O s T s parallel und senkrecht zu 
n i Y s auf A sowi e durch O die Geraden O X und O Y 

y V V V v 
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parallel und senkrecht zu n x [X v Y v auf A V P V ), so sind 0 s X s ¥ s und 
O v X v T v entsprechende rechtwiuklige Dreiecke in den affinen Fi- 
guren und $ ■; dabei gilt die Bezieliung O v X v — 0 s X s . 

Um die Ltige der projizierenden Straklen gegen das Acksen- 
kreuz $ zu finden, denken wir uns die projizierenden Ebenen durcli 
OC und JP gelegt; aie schneiden sick in einem projizierenden Strakl 
s = J K (-/ = s x OC, X — s x JP). Die Punkte J und K aber er- 
geben sick aus den Relationen: JO : CO — P s O s : C s O B und K A: PA 
— K b A s :P s A s , wobei / = K s — O s C s x A S P S ist. Hiernack bestimmt 
sick dann auck die orthogonale Projektion ^ yon und gemafî 
108 Bd. I lâfit sick nuu die Lage yon und damit auck yon 
gegeniiber der yon angeben. Damit wâre alsdann die Aufgabe 
gelost: Das Acksenkreuz ® in eine solcke Lage gegen die Bildebene 
zu bringen, daB seine sckiefe Parallelprojektion die yorgegebene 
(restait $ s annimmt; zugleick ware der Satz von Pohlke bewiesen. 

Der kier geschilderten Konstruktion stekt zunachst nur das eine 
entgegen, daB man nickt die wahre Lange der Strecken OA. = O B 
-OC des Acksenkreuzes $ kennt. Man gehe daker zunachst von 
einem Achsenkreuz ^ aus, dessenKantenlange OA x = OP l — OC\ man 
irgendwie wàklt. Hierauf bestimme man J x und K x gemâB J O :C\ O 
“ JP * ; G .Ps un< ^ PA : P 1 J l — K s A\P s A a \ dann ist J x K x = ,? die ge- 
suchte Proj ektionsricktung. Sie liefert die Ortkogonalprojektion $ " 
von ^ auf eine Ebene N, die man senkrecht zu .s gewâhlt kat. 

Nun ist $/' àknlick zu da aber und affîn sind, 
so sind auck und afiin in weiterem Sinn. Wie dem 
recktwinkligen Dreieck O s X s Y g der Figur das rechtwinklige 
Dreieck O v X v Y v der afknen Figur ^ entsprickt, so entspricht 
ikm das recktwinklige Dreieck O" X x " Y x " der affinen Figur 
wenn O ' A” P x ' C” X x " Y” und O v A v P v C v X v Y v àknlicke Figuren 
sind. Die letztere dieser beiden Figuren erkâlt man aus der erste- 
ren, indem man sie âknlich vergroBert oder yerkleinert im Ver- 
kaltnis O" X x " : O s X g . Jetzt findet man die Lage der Ebene N gegen 
die Bildebene, indem man ikre Spur n x parallel zu 0 $ X g zieht und 
ikren Neigungswinkel s derart waklt, daB O s Y g . cos s = O Y wird. 
Die orthogonale Projektion von @ g auf N ist nun in de/ffiat kon- 
gruent mit sie ersckeint zugleick als ortkbgonale Projektion yon 
Ê auf N, wodurch sick die raumlicke Lage von $ ergibt. 

9. Die .Konstruktion fükren wir in folgender Weise aus. O A x P x 
sei ein rechtwinklig-gleichsckenkliges Dreieck parallel zur Zeichen- 
ebene mit der Ortkogonalprojektion O'A x °P x 0 (Fig. la). Auf A X P X 
bestimmen wir den Punkt K x gemâB der Proportion A X Q K X :A X ° P x ° 
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= A s K s \ A g B s \ sodann dreken wir das Dreieck OA 1 B l uni 90° um 
die Gerade O so dafî es sich auf die Zeickenebene als Ge- 




rade O' A{ B{ projiziert [A x * A {\\ B « B^ O' Jetzt ,wird die 
dritte Achse O C 1 zur Zeickenebene parallel und projiziert sick senk- 
reckt zu O' Z/ und in wakrer GrôBe {O' C x ' = O' A x % auf ikr liegt 
der Punktt7j [O J x \ 0'C X — O s I s : O s Q. Der projizierende Strakl a* « K x 
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ist nun zur Zeicbenebene, die als Grundrifiebene gedacht ist, parallel; 
eine zu s senkrechte Ebene nekmen wir als AufriBebene ( x J_ s') und 
zeicbnen den Aufrifî O" A x " B{’ J. = A," (O" K” C," || * , die Ab- 
stânde der Punkte A x " undî-Z?^' von O" K” sind gleicb den Abstânden 
der Punkte A^B^ von O' K^). 

Um weiter entsprecliende recbte Winkel in den affinen Figuren 
und zu erhalten, yerfahren wir nach 12 Bd. I so. Wir 
zeicbnen ein zu O" A” B^' âbnlicbes Dreieck 0 2 A s B s , dessen Seite 
A s B s mit der gleicbbenannten Seite des Dreiecks O s A s B s zusammen- 
fâllt (Fig, lb). Der Ereis durcb 0 2 und O s , dessen Mittelpunkt auf 
A g B g gelegen ist, scbneidet aus dieser Geraden zwei Punkte X s und Y g 
aus. Die Spur n 1 der Ebene N ist nun parallel zu O s X 3 zu zieben 
und ibr Neigungs winkel e gegen die Bildebene ist so zu bestimmen, 
daB die Ortbogonalprojektion des Dreiecks 0 g X 5 Y g auf die Ebene N 
ein dem Dreieck 0 2 X* Y s âbnlicbes Dreieck, also ein zu 0 2 X 2 Y 2 
kongruentes Dreieck liefert (0 3 X 3 j= O s X s , X 2 Y 2 A 2 B 2 \\X s Y s A s B sT 
0 2 Y 2 = O s I s > cos s). 

Zur Pmerung der Lage des Acbsenkreuzes ® gegen sein Bild 
sind in Figur lb Grund- und AufriB von ® angegeben, wobei die 
Bildebene zugleicb als GrundriBebene benutzt und die AufriBebene 
senkrecbt zu gewâblt ist (y J_ n x , /_ n 0 y = £ > 00 8 « = J 3 : O s JJ. 
Da die Punkte O AB G auf den yon O s A g B s C g auf N gefâllten Loten 
liegen (die Grundrisse dieser Lote sind senkrecbt zu n v ibre Àuf- 
risse senkrecbt zu n 2 ), braucbt man nur nocb die Abstânde der 
Punkte O" A" B" G" yon n 2 zu bestimmen. Diese würden unmittelbar 
mit den Abstânden der Punkte O' A^ B^ G x r yon x in Figur la über- 
einstimmen, wenn das Acbsenkrenz , das den Ausgangspunkt bildete, 
die gleicbe GroBe wie ® batte. Das ist jedocb nicbt der Fall; viel- 
mebr muB $ nocb âbnlicb yerkleinert werden. Das ist in Figur 1 a 
gescbeben, indem O” A” = 0 2 A 2} 0"B" s = 0 2 B 2 gemacbt wurde; 
man erbàlt dadurcb die Projektionen O" A " B 2 "C 3 " und 0'A s 'B 3 'G s \ 
Die Abstânde der letzteren Punkte von x sind nun gleicb den Ab- 
stânden der Punkte 0"A"B”C" yon n 2 , wodurck sicb dann aucb 
O'A'B'C' ergibt. 

Zum Scblufi sei nocb folgendes bemerkt. Die Punkte X s und 
Y s werden aus A s B s durcb einen Ereis ausgescbnitten; es ist jedocb 
nicbt gleicbgültig, welcben der beiden Punkte wir mit X s bezeicbnen, 
da wir 7^ zu O g X g parallel gezogen baben. Es ist vielmebr darauf 
zu acbten, daB in dem recbtwinkligen Dreieck 0 2 Z 3 J 2 , dessen Hypo- 
ténuse zu A s B s parallel ist, die Eatbete 0 2 X 2 kleiner als die Strecke 
O t Y s sein muB, da erstere gleicb der Ortbogonalprojektion O v Y v der 
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letzteren ist. Diese Bedingung entscbeidet aber darüber, welcbem 
der beiden Schnittpunkte des Kreises mit der Geraden A g B s man die 
Bezeichnung X 3 beizulegen bat. AuBerdem ist klar, daB es zwei zur 
Zeichenebene symmetrisehe Losungen gibt, je nachdem in Figur lb 
die Aufrifiebene nm y anfwârts oder abwârts um 90° gedreht wird. 


DasVerfahren der schiefen Projektion, wenn Bild- und AufriBebene 

zusammenfallen. 


10 . Um eine râumliche Fignr in schiefer Projektion darzu- 
stellen und zwar so, daB dnrcb das Bild umgekehrt die Original- 
figur bestimmt wird, denken wir uns das Original mit der Grund- 
riBebene T^ verbunden und auf diese durcb senkrechte Pro- 
jektion bezogen. Das Ganze, die RaumJîgur mit ihrem GrundriB,, 
wird der schiefen Projektion unterworfen. Die Bildebene lassen 
wir mit der AufriBebene TT 2 zusammenfallen. Den GrundriB 
denken wir uns durch seine Umlegung in die Bildebene TT 2 gegeben. 
Die Geraden, welche auf den Ebenen TTp TT 2 und TT 3 bzw. senkrecht 
stehen, bezeichnen wir, wie früher, als erste, zweite und dritte proji- 
zierende Strahlen; zum Unterschiede yon ihnen nennen wir die schief 
projizierenden Strahlen kurz Sehstrahlen. 

Waklen wir in der yertikalen Bildebene TT 3 den Ursprung O, 
ziehen die positive z-Achse horizontal nach rechts, die positive 
z-Achse vertikal nach oben und die positive y-Achse nach vorn, so 
ist die Lage des Koordinatensystems gegen die Bildebene 
bestimmt. Die Richtung der Sehstrahlen legen wir fest, indem 
wir von einem gegebenen Punkte der Grundrifiebene TT]; den Bild- 
punkt angeben. Ersteren wahlen wir etwa auf der y-Achse und 
markieren ihn (umgelegt um x) als O x ; letzteren nekmen wir als 0 2 
derart an, daB das Bild y s = O 0 2 der y-Achse gegen x und z ge- 
neigt ist (Fig. 2). O x und 0 2 sind die Spurpunkte eines Seh- 
strahles o in Tl 1 und TT 2 . Es sei noch 0 2 ' der GrundriB des Punktes 
0 2 und O x ° die Umlegung von O x um y s \ dann ist o' — 0 1 0 2 der 
GrundriB des Sehstrahles o, ferner o" = 0 O a sein AufriB, 
° s ' — 0%®% das Bild des Grundrisses, o° = 0 2 0* die Umlegung 
um o" und folglich 

co ~ /_ 0 X °0 % 0 

die Neigung der Sehstrahlen gegen die Bildebene. Die GrôBe 


gibt ftir je de Normale 


cotg co = 



zur Bildebene (y-Ko ordinale) das Verbâltnis 
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ilires Bildes zu ibrer wahren Lange an. Meist wird a > 45° an- 
genoinmen; dann ist cotg co < 1 und beifît das Verkürzungs- 

verbâltnis. Das Drei- 
eck OO l 0 % oder irgend 
ein zu ihm iiknlichesund 
âbnlicb gelegenes beitôt 
(nack y. P e s c h k a) ein 
Proj ektionsdreieck s ). 
Die schiefe Projek- 
tion ist bestimmt 
durck A n g a b e der 
Projektionsacbse x 
und irgend eines Pro- 
j ektion s dreieckes 
(s. B. 00,0,). 

D as Verkürzun gsver- 
bâltnis cotg co wablt man 
gern gleicb einerrationa- 
len Zabi, etwa 1 / 3 , 1 j a , 
2 /a> usw., um aus der Zeicbnung eines Objektes leickt die Mafîe 
seiner in der y-Bicbtung Yerlaufenden Kanten entnebmen zu konnen. 
ÀuBerdem sucht man die Konstruktion durcb passende Wahl des 
Projektionsdreieckes zu vereinfacben, dessen eine Seite [OOj) stets 
recbtwinklig zur x-Âcbse liegt. Sebr bequeme Konstruktionen er- 
geben sicb, wenn man in dem Dreieck OO x O % die bei 0 , 0 1} 0 2 liegen- 
denWinkel bzw. gleicb 60°, 30°, 90°macbt; dabei ist cotg co — — 

Die unter den Namen „Kavalierperspektive (< und „Vogel- oder 
Militarp ersp ektiye“ bekannten Arten der scbiefen Projektion be- 
nutzen meist die ebenfalls bequeme Annabme: co = 45°, cotg ru = 1 ? 
A 0 1 00 2 = 45°. Bei ersterer denkt man sicb die Bildebene yertikal, 
bei letzterer horizontal; man tragt also an die Aufrisse bzw. Grand- 
risse der darzustellenden Punkte ibre bezüglicben Tafelabstande 
selbst in vorgescbriebener Picbtung an 4 ). 

Darstellung der Punkte, Geraden und Ebenen in 
scbiefer Projektion (vgl. 25—45 Bd. I). 

11. Ein Punkt P wird durcb sein Bild P s und das 
Bildi 5 ; seines Grundrisses P' bestimmt; die Punkte P s und 
P s liegen in einer zur a'-Acbse senkrecbten (oder zur 
z-Achse paralleîen) Geraden. In der Tat bestimmen die Lote 
PP' und PP" auf Grand- und AufriSebene ein Eecbteck PP' P x P" r 
dessen Seiten PP' und P" F x zu z parallel und dessen Seiten PP" 
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und P' P x zu y parallel sind. Demnach wird das Bild P S P’ zu PP r 
parallel und gleicli lang, wabrend die Büder P S P" und P’P X zu y g 
parallel werden und zu PP" — P' P x in dem gegebenen Verkürzungs- 
verlialtnis stehen. Sind P', P " und damit P x gegeben, so ergibt 
sich P J als Schnittpunkt zweier durcb P' bzw. P x zu 0 1 0 % bzw. 
00 2 — y s gezogenen Parallelen, worauf man P s senkreeht über PJ 
im Abstande P'' P x (oder als vierte Ecke des Parallelogramms mit 
den Seiten P" P % und P r P') findet. Sind P/, P s bekannt, so ziebe 
man durcir beide die Parallelen zu y B und durcli P x die Vertikale, 
auf der dann P” und P' liegen [PJ P' [| 0 2 OJ (Fig. 2). 

12 . Eine Gerade y wird durch ibr Bild g s und das 
Bild g' ibres Grundrisses g' bestimmt; die Geraden g à und 
g’ konnen willkürlick angenommen werden (bis auf eine Aus- 
nahme, siebe unten). Die Geraden g und g liegen in einer Yertikal- 
ebene, sonacb sind g s und g ' die Bilder zweier in einer Yertikalebene 
liegenden Geraden. Der Scbnittpunkt G u <= g s X g' ist das Bild des 



ersten Spurpunktes ; der zweite Spurpunkt G 2 ist sein eigenes 
Bild und liegt auf g s) er befindet sicb mit G 2 ' = g' x a? auf einer 
Senkrecbten zur ar-Acbse. Die . Senkrecbte ist die AufriBspur der 
Yertikalebene durcb g und g', wahrend g ' das Bild ibrer GrundriBspur 
darstellt (Fig. 3). Aus G ls leitet man G" auf x und Q l ab (G u G” 
\\0 2 °’ G i G u G z II ° 2 °ï) erbalt bieraus g' — G 1 G t / und 
g" = G 1 /, G 2 . Umgekebrt kann man leicht aus dem GrundriB g ' und 
AufriB g" einer Geraden g oder aus den beiden Projektionen zweier 
ihrer Punkte die Bildgeraden g s und g J fin den, was keiner Erlüuterung 
bedarf. — Das Bild eines Sehstrâhles o ist sein Spurpunkt 0 % in 




J 

;i 
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der Bildebene, mit ikm fallt O u zusannnen; das Bild o' semer 
ersten Projektion ist senkrecht zur ar-Àchse (Fig. 2). Bas Bild einer 
zu n a senkrechten Geraden h ist rechtwinklig znr Æ-Achse; ihr 
GrundriB und sein Bild reduzieren sich auf die Punkte H, bzw. IL . 

i- 1 «9 

Sieht man von diesen beiden Spezialfâllen ab und nimmt man eine 
der Geraden i s oder i s ' zur a>Achse recbtwinklig au, so mufi die 
andere in demselben Punkte auf der x-Achse senkrecht stehen ; denn 
die Sehstraklebene durch die eine Gerade stekt dann senkrecht auf 
TÏ! und enthalt folglich auch die andere. Demnach folgt hieraus 
für die Gerade i nur, daB sie in einer bestimmten zur Sehstrahlebene 
durch die *-Aehse parallelen Ebene liegt; um i vollstandig zu be- 
stimmen, bedarf es weiterer Àngaben (Spurpunkte). 

13. Eine Ebene E wird durch ihre Spurlinie e 2 in der 
Bildebene und das Bild e u ihrer ersten Spurlinie e x dar- 

gestellt, die sich im 
Achsenschnitt- 
punkte E x - E X x 
treffen (Fig. 4). Die 
Sehstrahlebene durch e, 

1 ft 

schneidet 1"^ in e x und 
hieraus ergibt sich E als 
Verbindungsebene e x e % . 
— Enthalt E die Rich- 
tung der Sehstrahlen, so 
fallen e u und e 2 ,in 
dieselbe gerade Linie. 
Steht E senkrecht auf 
TTj, so ist e 2 x x; ist E 
senkrecht zu ÏÏ 2 , so 
liegt e ls || y s . Enthalt E 
die ar-Achse, so fallen e u und e 2 beide mit dieser zusammen und zur 
Bestimmung von E ist noch die Angabe eines auf ihr und auBer- 
halb x gelegenen Punktes erforderlich. 

14. Die in 46 — 65 Bd. I für orthogonale Projektion entwickelten 
Satze über die vereinigte Lage von Punkten, Geraden und 
Ebenen, über ihre Verbindungs- und Schnittelemente und 
den Parallelismus konnen ohne Schwierigkeit auf den Fall der 
schiefen Projektion übertragen werden. Auch die Losung der dort 
behandelten Àufgaben vollzieht man in unserem jetzigen Verfahren 
in analoger Weise, wie an einigen Beispielen gezeigt werden mag. 

Man hat dabei namentlich den folgenden Satz zu beachten: 



Fig. 4. 
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Das Bild einer ebenen Figur g ist’ zu dem Bilde ihres 
Grundrisses g' affin und affin gelegen. Die Affinitatsachse 
ist das Bild e u der ersten Spur e 1 der Ebene von g; die 
Affinitatsstrahlen sind rechtwinklig zur .-t-Achse. In der 
Tat sind g und g' durch senkrechte Strahlen aufeinander und 
beide durch die Sehstrahlen auf g s und bzw, affin bezogen. 
Parallelen Geraden in der Originalfigur g entsprechen also Parallèle 
in £$', die jene in Punkten von schneiden; die ihnen in bzw. 
g/ entsprechenden Geraden sind wiederum Parallèle" und treffen 


x> 



sich in Punkten der Linie e ls . — Insbesondere ist jede Figur in der 
GrundriBebene zu ihrem Bilde affin, wobei x die Affinitatsachse 
und 0 1 0 2 die Affinitâtsrichtung ist, 

Um die Spurlinien einer durch drei Punkte A, j?, G ge- 
gebenen Ebene E darzustellen, verbinde man die Bilder A f} B s) C x 
dieser Punkte und ebenso die Bilder AJ, B CJ ihrer*Grund- 
risse paarweise durch gerade Linien a s , b t , cj aj\ b J, cj (Fig. 5). 
A s — a 3 x a s ^ das Bild des ersten Spurpunktes der Geraden 
a = B C, ihr zweiter Spurpunkt A % liegt auf a g senkrecht über 
<Xî, nsf. Die Spurlinie e 3 verbindet die Punkte A„, B 2 , C 2 die 
Linie e u die Punkte A u , B u , C lt . In der Figur ist das Bild e 8# 
der dritten Spur mitgezeichnet (vgl. 57 Bd. I). 
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Den Schnittpunkt P einer Geraden k mit der Ebene 
E » AB 0 bestimmt man in folgender Weise (vgl. 61 Bd. I). 
Schneidet die Vertikalebene h P die Ebene E in der Geraden i, so 
fâllt i' mit k' zusammen. Senkrecht über den Scbnittpunkten 
von h' mit den Seiten des Dreieckes A' B' C s ' findet man daker 
auf den bomologen Seiten des Dreieckes A s B s C s Punkte der Ge- 
raden i s , welche k h in P s trifft. P s ist das Bild des gesuckten 
Pnnktes P — k x E; das Bild P' seines Grundrisses liegt senkrecht 
darunter auf k'. 

S 

Biese Beispiele mogen genügen. 

15. Um in scbiefer Projektion diejenigen Grundaufgaben zn 
lôsen, die sick auf die recktwinldige Stellung von Geraden 



nnd Ebenen, auf die Bestimmnng von Àbstanden und Winkeln 
und der wakren Gestalt ebener Figuren bezieken, ist es nôtig, 
auf das Verfahren der Umlegung in die Bildebene nnd der 
Drehung um eine Tafelparallele einzugeken (vgl. 71—91 Bd.I). 

Um die wakre Lange einer durch ikre Projektionen P S Q S 
und P t Q t gegebenen StreckePÇ zu finden, legt man sie um 
ikren AufriB P Q" in die Bildebene TT 2 um (Fig. 6). Zu diesem 
Zvecke leitet man zuerst aus den gegebenen Projektionen den 
ÀufriB P Q der Strecke und die wakren Langen der Tafelab- 
stande P' P und Q"Q nacli 11 ab und tragt sodann die letzteren 
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senkrecht zu F' Q" als P" P° und Q" Q° auf [P"P°:F'P S = 00 y \00 2 )\ 
P^Q° gibt die wahre Lange deï Strecke PQ an. Die Umlegung 
der G-eraden g, auf der PQ liegt, in die Bildebene durcb Drehung 
um g" kann aueb mit Benutzung der Spurpunkte G y und G 2 er- 
folgen, woraus sicb der Neigungswinkel der G-eraden gegen 
die Bildebene TT 3 als pG y G 2 G y ergibt. 

Der Neigungswinkel y l gegen die Grundribebene TT} wird 
wie früher (77 Bd. I) bestimmt, nacbdem man zuvor g' gezeichnet hat. 

Àndererseits kann man die Lange der Strecke PQ durcb ibre 
Paralleldrebung zur Bildebene bestimmen. Als Drebacbse be- 
nutzt man entweder die durcb einen Endpunkt Q gezogene Parallèle 
Q N zum ÀufriB P n Q” 
oder die erste verti- 
kal projizierende Ge- 
rade QQ' eines End- 
punktes (Fig. 7). Bei 
dem ersten Yerfah- 
ren bildet man das 
recbtwinklige Drei- 
eck P Q N, dessen 
Katbeten P N und 
QN senkrecbt bzw. 
parallel zu TT 2 liegen, 
und drebt es um QN 
in eine zur Bild- 
ebene parallèle Lage 
P A Q N] dann stellt 
P s A N s die gesuchte 
Lange dar. Die Konstruktion ist dem Yorigen unmittelbar zu ent- 
nebmen (P a iVJ| P S 'NJ |[ y,, QJ-NJ || a;). Bei dem zweiten Yerfabren 
bezeicbnen wir durcb P den FuBpunkt des aus P auf die Linie QQ' 
gefâllten Lotes [P 3 R s #PJ Q a ') und mit u die Parallèle zur ar-Achse 
durcb P. Die wahre Lange von PR ergibt sicb aus dem recht- 
winkligen Dreieck PNR [APNR^ P s P s ° || 0 2 0 y ). Macht 

man jetzt auf v a die Strecke R s P Â s = R a P s Q } so stellt Q S P A{ die 
Strecke PQ abermals in einer zur Bildebene parallelen Lage und 
folglicb in wahrer Lange dar. Die se zweite Lage gebt durcb 

Drebung um die Yertikale QQ’ hervor. 

16. Die Bestimmung der wabren Gestalt einer ebenen 
Figur g erfolgt durcb Umlegung derselben in die Bildebene um die 
bezüglicbe Spurlinie e 2 ibrer Ebene E (Fig. 8). Es genügt, einen 

Sohn u. Pappekitz, II. 4. Aufl. 2 
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einzigen Punkt F unserer Ebene der Umlegung zu unterwerfen, den 
wir der Einfacbbeit lialber auf ibrer ersten Spur e x gelegen und 
durch sein Bild F s auf e ls gegeben annelunen wollen. Aus F s findet 
man in bereits gelâufiger Weise den AufriB F" auf x, den um x 
in die Bildebene niedergelegten Punkt F selbst und damit die 
Spur e v Zieht man F" G senkrecbt zu e 2 , so steht die Ebene 
FF" G auf e 2 senkrecbt und scbneidet aus E die Falllinie FG, 
deren Bild F S G ist, aus. Die um e 2 umgelegte Falllinie GF° ist 
normal zu e % , ihre Lange ergibt sicb aus dem recbtwinkligen 

\ 

\ 



Dreieck F Q F''G ; worauf e 1 °—F 0 F gezogen werden kann. Ein- 
facber gelangt man zu e indem man F 0 aus den Beziebungen: 
F" F 10 JL e 2 und F 0 F —FF konstruiert. Das Bild % g einer in E 
gelegenen Figur g ist zu ibrer Umlegung g 0 um « 3 affin und affin 
gelegen. Die Affinitât ist bestimmt durcb ibre Acbse <? 9 und die 
sicb entsprecbenden Punkte A, und F 0 , deren Yerbindungslinie 
die Bichtung der Affraitàtsstrablen angibt (vgl. 80 Bd. I). Mit Be- 
nutzung dieser Affinitât ist in der Figur das Bild eines in E 
gelegenen Kreises k aus der Umlegung k Q konstruiert. 

Zugleicb bat unsere Eonstruktion den Neigungswinkel e., der 
Ebene E gegen die Bildebene als F 0 GF" ergeben. Ibr Neigungs- 
•winkel gegen die (rrundriBebene wird nacb Angabe von e wie 
früher gefunden (vgl. 77 Bd. I). 1 


; 
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17. Zum gleicken Zwecke wie oben wendet man auck die 
Paralleldreliung einer Ebene E zur Bildebene TT 3 an, und 
zwar namentlich dann, wenn die Spurlinien nickt bekannt sind, son- 
dern die Ebene durcli drei ikrer Punkte A, P, C oder zwei ikrer 
Geraden gegeben ist, Das Verfahren ist dem in 85 Bd. I angegebenen 


vollig analog. Eine zur 
Bildebene TT 2 parallèle 
Hilfsebene TT 3 sekneide 
die Ebene des Drei- 
eokes APC in der Ge- 
raden a — J) B [a' |j x), 
die wir als Drekaokse 
benutzen, uni A B C als 
A A B A C d in TT 3 umzu- 
legen, worauf das Bild 
die wakre Gestalt des 
Dreieckes zeigt (Fig. 9). 
Zuerst werde A umge- 
legt. Man fâlle von A 



das Lot AF auf TT 3 

(4-^IK'^'ll v„ 


a') und von F das Lot 


Fig. 9. 


\ i 

"6 


F G auf a (F s G s _L a), dann ist AG das von A auf a gefallte Lot. 
Nun ist AG die Hypoténuse in dem A AF G oder in dem A ^ a °F B G s 
(A S °F S — A'F 0 )\ tragt man also A A G S = A s °G s senkreckt zu a s auf, 
s o ist A A das Bild des umgelegten Punktes A. Ist A S A gefunden, 
so erkàlt man das Lreieck A/B/C/ als das zu A s B a C s in bezug 
auf die Ackse a s affin gelegene. 

18. Um aus einem gegebenen Punkte B das Lot auf 
eine Ebene E zu fâllen, legt man die zweite projizierende Ebene 
dieses Lotes l um l" in die Bildebene TT 2 um (1" J_ <? 2 ) (Dig. 19). Diese 
Ebene sckneidet E in der Falllinie FG (A e 2 ) und entkalt das ge- 
suckte Lot 1= BQ, {IJlFG)\ l" ist ikre zweite Spur und sckneidet e 2 
senkreckt in F\ das Bild ikrer ersten Spur lauft parallel zu y 8 und 
trifft e ls in G s . Man erkâlt kieraus die Umlegungen G 0 von G, B° 
von B und FG° von FG. Ziekt man durck B° die Senkreckte 1° 


zu FG° und sckneidet sie FG° und l" in Q° bzw. in Z 2 , so ist Q° 
die Umlegung von Q und L % der zweite Spurpunkt von l\ folglick 
ist l s — L 2 P s das Bild des gesuckten Lotes und l' — B % 'P' das Bild 
seines Grundrisses (<2°Q S |j B°B s |j G 0 G s ). Das Bild Q s des FuB- 
punktes Q liegt auf FG S , sein Grundrifibild Q' senkreckt darunter 

2 * 
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auf //. Die Strecke P*Q° gibt die wabre Lange von PQ an. — 
TJnser Verfabren kann auck umgekekrt dazu dienen, in einem ge- 



gebenen Punkte Q der Ebene E eine Normale QP von vor- 
gescbriebener Lange zn erriobten. 

19. Yon einem Punkte P und einer Geraden^ seien die beiderlei 
Bilder P t , P' und g g , g' gegeben (Fig. 11). Um den senkrechten 
Abstand PQ des Punktes P von der Geraden g zu zeichnen 
und seine wabre Lange zu finden, dreben wir die EbeneP^ in eine 
zur Bildebene parallèle Lage. Als Drebacbse a zieben wir die 
Parallèle zu TT 2 durcb P, die g (in A) trifft. Ibr GrundriBbild a' ist 
parallel zu x dureb P 9 zu zieben; der senkrecbt über A' = a ' X g’ 
auf g liegénde Punkt A s bestimmt mit P 8 das Bild a g der Acbse a. 
In die parallel zur Bildebene durcb a gelegte Ebene TT S ist die 
Gerade g mit dem Lote PQ umzulegen. Nacb der Drebung er- 
scbeinen ibre Bilder g/ und P t Q/ zueinander reohtw inkli g, und 
letzteres gibt die wabre Lange PQ an. Die Drebung selbst wird 
ausgeführt, indem man von irgend einem Punkte B der Geraden g 
das Lot B G auf die Ebene TT g und von dessen FuBpunkt aus das 
Lot G B auf die Acbse a fallt (vgl. 17). Die Hypoténuse eines 
recbtwinkligen Dreieckes mit den Katheten B G und <?D ergibt, von 
B aus auf DG abgetragen, einen Punkt B A der umgelegten Geraden g A , 
deren scbiefes Bild g s A zu zeicbnen ist. Auf diesem erbalt man Q* 
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(P s Q/ J_ $/) und sodann Q s durck die Bemerkung, dafî Q/Q a 
sein muB. Demnach kônnen beide Bilder PO und P'Q' 

Il 8 S 8 Vg g T JS 

gezeichnet werden. 


\ 'j? 
\ 

*1 \ 
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Fig. 11. 

20. Den Winkel « zweier gegebenen (sich schneiden- 
den) G-eraden g und A bestimmt man am einfachsten, indem man 





J? \N 



in der Bildebene die Verbindungslinie a der Spurpunkte G 2 und B 
der Schenkel ziebt und den Sclieitel 8 des Winkels um a in die 
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Bildebene niederlegt (Fig. 1 2). Zu diesem Zwecke liât man das von S 
auf TT 3 gefâllte Lot als S s S" darzustellen, ans S" auf a das Lot S" T 
zu fâllen und auf seine Verlângerung von T aus die Strecke TS° 
abzutragen, die der Hypoténuse eines reclitwinkligen, mit den 
Katlieten SS" und S" T gebildeten Dreieckes gleicb ist. Dann ist S° 
der niedergelegte Sclieitel S und L. G 2 S°E 2 ~ a der gesuchte ’W’inkel. 
Ist G 2 E 2 nicbt erreicbbar, so sdhneide man die Geraden g und h 
mit einer zu TT 2 parallelen Hilfsebene und lege in diese um. 

Die Àufgaben: den Neigungswinkel einer Geraden g gegen 
eine Ebene E oder den Neigungswinkel zweier Ebenen zu 
bestimmen, konnen auf die zuletzt behandelte zuriiekgeführt werden. 

31. Der kürzeste Àbstand PQ zweier gegebener Ge- 
raden g und h. Sind g K , g' und h ' gegeben, so ziehe man die 



zu h parallèle Gerade i, indem man i' = h ' und % 8 x g s senkrecbt 
liber h 3 ' x g’ annimmt (Fig. 13). Hierauf bestimme man die Spuren ^ 
und e 2 derVerbindungsebene E**gi durch G U J U und e=G J. 
Dui'ch einen Punkt von h, z. B. durcli den Spurpunkt E 2 , lege mai 
eme Ebene A normal zu * 3 ; sie entkalt das von II 2 auf E gefâllte 
Lot // 2 X, und dieses hat bereits die Kichtung und Lange des ge- 
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suchten gemeinsamen Lotes PQ der Geraden g uncl h. Legt man A 
um seine zu <° 2 senkrechte Bildspur in die Bildebene uni, so ergibt 
sich die Umlegung f° der zu e 2 senkrecbten Falllinie E X A — f 
und als Normale zu ibr die Umlegung 1I 2 K ü von und hieraus 
K s auf f s {K S K° lauffc parallel zur Yerbindungslinie des ersten Spur- 
punktes von f mit seiner Umlegung). Zieht man durcb. K s die 
Parallèle k s zu h g} so stellt sie die senkrechte Projektion von h auf 
die Ebene E = gi dar und schneidet g s in P s . Durch P s ist das 
Bild P s Q g der gemeinsamen Normalen PQ von g und h parallel zu 
Il 2 P s zu ziehen; K° gibt ihre wahre Lange an. 

Es mag genügen, die wicktigsten metrischen Aufgaben in 
schiefer Projektion gelôst zu haben. Man wird daraus erkennen, 
daB es nur weniger Abanderungen und Zusatze bedarf, um die 
früher (71 — 91 Bd. I) fur die orthogonale Parallelprojektion ent- 
wickelten Methoden auf aile ahnlichen elementaren Problème aus- 
zudehnen, deren Losung in schiefer Projektion verlangt wird. 

22. Lie Prinzipien, die zur Konstruktion des wahren und 
scheinbaren Umrisses eines gegebenen Objektes, sowie seiner 
Eigen- und Schlagschat- 
tenbei Parallelbeleuchtung 
führen (und die man in 151 — 1 53, 

328, 329, 364, 365, 872—374 
Bd. I angegeben findet), gelten 
fiir jede Parallelprojektion, also 
auch fur unser jetziges Dar- 
stellungsverfahren. Nimmt man 
statt der Parallelbeleuchtung 
eine Zentralbeleucktung an, 
so erfahren die Konstruktionen 
einige leicht zu übersehende Ab- 
anderungen. In jedem Pâlie hat man zuerst die Lichtgrenze (den 
wahren UmriB) des Objektes zu bestimmen, hierauf suche man seinen 
fechlagschatten (scheinbaren UmriB) in der GrundriBebene bzw. nu 
der Bildebene und zuletzt den Schlagschatten des Objektes auf sich 
selbst. Bei der Ausführung in schiefer Projektion beachte man die 
folgenden Satze; 

Ist ein Punkt P durch P s , P' gegeben und sind Z Æ , l' die 
Bildei des ihn enthaltenden Lichtstrahles bzw. seines Grundrisses, 
so ist l' das Bild des GrundriBschattens der Yertikalen g = PP' , 
und ihr Schatten g* auf die Bildebene geht durch Ij x x recht- 
winklig zur .r-Achse, folglich ist /,X l' das Bild des Grund- 


& 



Fig. 14. 
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riBschattens von Q und <2* = l g X ff* sein Schatten anf die 
Bildebene. Sind die Lichtstrablen parallel, so sind l s und P 
durch ihre gegebenen Riehtungen und die Punkte P s bzw. P' be- 
stiinmt (Fig. 14). Kommen die Licktstrahlen aus einem ge- 
gebenen Punkte Jj, so sind l s und IJ als Yerbindungslinien Z t P a 
bzw. J'PJ bestimmt. 

Anwendungen der schiefen Projektion. 

23. Wir gehen dazu über, das Verfahren der schiefen Pro- 
jektion auf einige Beispiele anzuwenden und betrachten zuerst eben- 
flâchige Kôrper mit ihren Schatten. 

Ein regelmaBiges Zwôlfflach sei durch eine semer flinf- 
eckigen Seitenflàchen, die in der GrundriBebene liegen mag, gegeben. 
Nach 129 Bd. I bestimmt man leicht seinen vollstandigen GrundriB 
und die ersten Tafelabstânde seiner Eckpunkte. Indem man hierauf 
die Grundrisse der Ecken durch die schiefe Projektion abbildet und 
von den Bildern aus in vertikaler Eichtung die bezüglichen Tafel- 
abstande abtragt, gelangt man zu den Bildern aller 20 Ecken des 
Dodekaëders und hat nur noch seine Kanten auszuzieken. In 
Fig. 15 ist die Kante 1,2 der untersten Seitenflache parallel zur 
Æ-Àchse gewahlt. Man konstruiert ferner die Schatten der Ecken 
des Zwôlfflachs auf die GrundriB- bzw. Bildebene nach 22 unter 
der Ànnahme paralleler Lichtstrahlen (/ 9 , //)• Die Lichtgrenze auf 
dem Zwôlfflach wird von einem windschiefen Zehneck mit den 
Ecken 1, 2, 7, 13, 18, 19, 20, 15, 10, 5 gebildet, dessen Gegen- 
seiten wiederum parallel sind. Zu seinen Ecken gehôren die Punkte 
1, 19, in denen l s das Bild des Kôrpers, sowie die Punkte 10, 13, 
in denen V das GrundriBbild streift, Dieser Schatten wird unter 
Umstanden an der x-Achse gebrochen sein. Der AufriBschatten ist zu 
dem (über die ar-Achse hinweg fortgesetzten) GrundriBschatten affin 
(Affinitatsachse x, Affinitatsstrahl Q und ist hierdurch bestimmt. — 
Neben dem Dodekaëder stehe auf der GrundriBebene eine gerade 
Pyramide mit regelmaBiger sechseitiger Basis, die leicht in schiefer 
Projektion gezeichnet wird. Zieht man durch das Bild S s der Spitze 
und ihr GrundriBbild S' die Geraden l s und so schneiden sie 
sich im Bilde S* s ihres Grundrifischattens. Die Lichtgrenze auf der 
Pyramide wird von zwei Kanten SB und SE gebildet, deren Basis- 
punkte B, E mit S* verbunden die Grenzen des Scklagschattens liefern. 
Dire Bilder überschneiden das von den GrundriBschattenbildern der 
Dodekaëderkanten gebildete Netz. Geht man von den Schnittpunkten 
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in Parallelen zn ï s bis zu den Bildern der Kanten selbst zurück, so 
erhâlt man die Bilder der Eckpunkte des Scblagschattens der Pyra- 
mide auf das Zwolfflach. Um dabei aucb den Schatten der Spitze 



Fig. 15. 

zn erhalten, benntzt man die Schatten der über S hinaus verlangerten 
Kanten JS S und JJ S auf die Kante 16, 17. 

24. Darstellung eines geraden Kreiszylinders, dessen 
G-rundkreis in TT 1 liegt (Fig. 16). Sei A der Mittelpunkt des 
in TTj gegebenen Grundkreises h und A s sein Bild, so erhâlt man 
zuerst h s , das Bild des Grundkreises, als eine zu k affin gelegene 
Ellipse; die AfBnitâtsachse ist die .r-Àchse; A und A s sind ein Paar 
affiner Punkte. 

Der wahre Umrifi des Zylinders für die schiefe Proj ektion 
besteht aus zwei Mantellinien, deren Yerbindungsebene die Zylinder- 
achse a enthalt und auf dem Grundrifi o jedes Sehstrahles o senk- 


26 Schiefe Parallelprojektion und axonometrische Projektion. 

recht stekt. Man findet die ersten Spurpunkte B und C der frag- 
licken Mantellinien alsEndpunkte des zu o' senkrechten Durclimessers 
von L Durck ihre Bilder B s und <7, ziekt man zwei vertikale Linien, 
die den sckeinbaren UmriB bilden. Sie berühren in diesen Punkten 
die Bildellipse k s und scbneiden x in zwei Punkten, die mit JB bzw. 
C auf Parallelen zu o' liegen. Der zu B $ C s konjugierte Durcbmesser 



von k s deckt sicb mit dem Bilde der Zylinderachse ; seine Endpunkte 
sind affin zu den Endpunkten des Durckmessers o' von k. 

Um den Schnitt î des Zylinders mit einer durch die Spuren e ls 
und e 2 bestimmten Ebene E darzustellen, suche man zwei konjugierte 
Durchmesser der Scknittellipse, z. B. die Durckmesser in den Vertikal- 
ebenen durck BC und durck o'. Zunâekst ergibt sick der Mittel- 
punkt M von l mittels einer Hauptlinie g von E (g,\\f/ s ' \\e u , g' 
durck A s ), Die Verbindungslinie des Scknittpunktes von B s C s und e u 
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mit M s liefert die B erükrun gspunkte von i s mit dem ZylinderumriB. 
Ber kierzu konjugierte Durckmesser von fallt auf das Bild der 
Zylinderackse. Die zu dem ersteren Durckmesser parallelen Tangenten 
in den Endpunkten des letzteren und die zu B a C s parallelen Tangenten 
von k p treffen sick auf e l 

Die Acksen der Scknittellipse L liegen auf einer Hauptlinie g 
und einer Falllinie f von E. Die Konstruktion ikrer Spurpunkte G 2 , 
P,, F u und ikrer Projektionen g' , g s , f', f g ist okne we itéré s klar; 
die Bilder der Achsenendpunkte liegen senkreckt üker den ent- 
spreckenden Punkten von k s . Die wakre Gestalt der Scknittkurve l 
erkalt man durck ikre Umlegung in die Bildekene um e 2 . Bei der 
Ausfükrung fallt man zuerst von M das Lot MM" auf TT 2 (im 
Bilde M M") und ziekt durck M" die Normale zu <? 2 ; ikr Scknitt- 
punkt ii° mit einem über dem Durckmesser F 2 G 2 gescklagenen Kreis 
bildet die Umlegung von M ( L. F 2 M° G 2 — B). Die weitere Kon- 
struktion folgt aus der Affinitat von l' und 1° (Ackse e 2 ). 

Die Kurven k, k g} l f und 1° sind paarweise affin; entsprecliende 
Punkte sind A, A s , M s , M°, entspreckende Geraden sind die Parallelen 
zu x durck A und A und die Parallelen zu e 9 durch M und M ° . Je 
zwei dieser vier Geraden sckneiden sick in einem Punkt der bezüg- 
licken Affinitatsackse, die auBerdem den Punkt x E enthalt. 

Uni Eigen- und Schlagscliatten des Zylinders für Parallel- 
beleucktung zu bestimmen, denke man sick einen (etwa die Zylinder- 
ackse treffenden) Licktstrakl l durck sein Bild l s und das Bild l' 
seines Grundrisses gegeben. Die Licktgrenze auf dem Zylinder be~ 
stelit aus zwei Mantelliniën, deren Bilder das Bild h e des Grand- 
kreises in den Endpunkten des zu IJ konjugierten Durckmessers 
treffen; die Bilder der Sckattengrenzen im Grundrifi sind die in diosen 
Punkten an k s gezogenen Tangenten, also parallel zu î s ', usw. Die 
Sckattenkonstruktion ist in die Eigur nickt eingetragen. 

25. Darstellung eines geraden Kreiskegels, dessen 
Grundkreis in U x liegt (Fig. 17). Die Abbildung des Grund- 
kreises k (Zentrum A) wird genau wie bei der vorigen Aufgabe er~ 
kalten. Der wakre UmriB des Kegels für die sckiefe Projek- 
tion bestekt aus den beiden Mantellinien, deren Tangentialebenen den 
durck die Spitze S gezogenen Sekstrakl o entkalten. Sei S l der erste 
Spurpunkt desselben; die ersten Spurpunkte B und G jener Mantel- 
linien findet man dann auf der Polare von S } in bezug auf h. Die 
Affinitat zwiscken k und k B liefert die Punkte B g und C s und damit, 
die Mantellinien des sckeinbaren Umrisses S g B s und S s C s , die k g be- 
rükren. Ziekt man die Linien S 1 B und S 1 C , die den Kreis k be- 
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rühren, so sclmeiden sie auf der .r-Achse Pnnkte der scheinbaren 
UmriBlinien des Kegels ans. 

Zur Bestiinmung der Eigen- und Schlagschattengrenzen werde 
durch die Spitze S des JKegels ein Lichtstralil l gezogen und sein 
Spurpunkt in TT I durch S*, sowie dess en Bild durch S* s bezeichnet. 
Die Tangentialebenen durch l an den Kegel beriihren ihn in den 



"--h--"' 

Fig. 17. 

Mantellinien SD und SE seiner Lichtgrenze; ihre ersten Spurlinien 
sind daher die aus S* an k gelegten Tangenten. Die Sehne D E ist 
somit die Polare yon 8* in bezug auf A; ebenso ist D t E die Polare 
Ton in bezug auf Die Tangenten S* s D s , S^E g begrenzen im 
Bilde den GrundriBschatten. In der Figur erscheint derselbe an der 
Æ-Achse gebrochen und im Aufrifî fortgesetzt. Die Yertikale durch 
den Punkt V x x trifffc l g in dem „Scliatten S* der Spitze S auf TT 2 . 
Die Konstruktion giit gleichmaBig für parallèle oder zentrale Be- 
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leucbtung; im Falle der letzteren verbindet der Lichtstrabl l den 
leucbtenden Punkt L mit der Spitze S. 

20, Um in schiefer Projektion die Àbbildung einer aaf 
der GrundriBebene flj liegenden Kugel mit ihren Eigen- 
und Sclilagscliattengrenzen (far parallèle Licbtstrablen) zu er- 
balten, deakt maa sicli ata einfacbsten die Bildebeae TT S darcb den 
Kugelmittelpunkt M gelegt (Fig. 18). In dieser ziehen wir zwei Durch- 
messer, den vertikalen AB nnd den horizontalen CI) , and bilden den 



aaf TT 2 senkrechten Durchmesser DF als F S F S ab. Die Kugel schneidet 
die Ebene TT 2 in dem Haaptkreise m = ADBC und beriihrt TT 
in dem Pankte A. Die dnrch FF horizontal bzw. vertikal gelegten 
Ebeaen schneiden die Kugel in zwei weiteren Hauptkreisen n und U, 
deren Bilder als Ellipsen mit den konjugierten Durckmessern CD 
und F S F S) bzw. AB und E s F s bestimmt werden. — Der walire 
UmriB der Kugel fiir die scbiefe Projektion ist ein ïïauptkreis u, 
desken Ebene auf dem Sehstrahl o = FF S senkrecht steht. Der 
Durchmesser NO yon u liegt in der BiJdebene [NO J_ o ", o" - F M) 
und ist zugleicb die kleine Àckse des scheinbaren Umrisses u s . Seine 
grofîe Àclise P s Q s ist das Bjld des Durchmessers PQ yon u, der auf 
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NO senkrecht steht. Die iii E s M normal zu. TT, erriclitete Ebene 
entbàlt sowolil o als aucb PQ ; durcli ihre Umlegung in die Bildebene 
ergibt sich zunachst o 0 = N E s und dann der umgelegte Durch- 
messer P 0 Q 0 rechtwinklig zu o Q . Die durch P Q und Q q parallel zu 
o {) gezogenen Strablen scbneiden auf E g F s die Punkte P s und Q g aus. 
Fiir die gesuckte Halbaclise der Ellipse u s gilt auch MP s — N E g , 
denn die Dreiecke N E s M und M P g P 0 sind kongruent, und folglich 
sind E s und E s die Brennpunkte von u s . Die UmriB ellipse u s berübrt 
die Bilder der drei Hauptschnitte h, m, n in je zwei diamétral 
gegenüberliegenden Punkten; ihre Tangenten sind in diesen Punkten 
bzw. parallel zu x } y g und z, da die geraden Kreiszylinder durch 
k, m, n die Kugel beriikren und folglich gleiches für ihre TJmrisse 
gilt. Die Berührungssehnen der Bilder k 8 , m, n s mit dem schein- 
baren UmriB u s sind nichts anderes als die Bilder der Spuren der 
UmriBebene mit den Ebenen von k, m und n. Man zeichne daller 
das Spurendreieck einer zur Umi'iBebene parallelen Ebene; dann 
sind jene Berührungssehnen bzw. parallel zu den Bildern der Seiten 
des Spurendreieckes (in der Figur nicht gezeicknet). 

Die Lichtgrenze auf der Kugel ist der Hauptkreis v, dessen 
Ebene senkrecht zur Lichtstrahlrichtung steht. Sein Bild, die Ellipse 
v B , bestimmt man aus zwei konjugierten Durchmessern, denen recht- 
winklige des Kreises v entsprechen. Wir ziehen einen Lichtstrahl Z 
durch das Kugelzentrum M uud bestimmen seinen Spurpunkt M. m in 
TT,, sowie dessen Bild M* g . Zwei rechtwinklige Durchmesser UV 
und XY von v finden sich in der Bildebene selbst und in der senk- 
recht zu ikr durch Z gelegten Ebene. ÜV ist recbtwinklig zu V 
— MM”). Legt man Z um Z" nach Z° in die Bildebene um, so ge- 
langt MX in die zu Z° rechtwinklige Lage MX 0 (Z° = MM^, 
M*' = M” und J_ MM*'). Man findet demnach MX S aus 

der Bemerkung, daB die betrachtete Figur sowohl zu ihrer Umlegung 
als auch zu ihrem Bilde affin liegt und zwar beide Male in bezug 
auf die Achse Z"; es sind also auch Umlegung und Bild, z. B- M? 
und M* s , X° und A g affin. Sind die konjugierten Durchmesser U P 
und X 3 F von v g bestimmt, so erhalt man die G-rundrisse U' V und 
-F/ F/; erstere liegen auf x, letztere ergeben sich aus X s Y g und 
X" Y" (X° X" X l", X " auf l"). Die Bilder der zugehorigen GrundriB- 
schatten findet man dann nach 22; sie bilden konjugierte Durch- 
messer der Ellipse v* g , also des Bildes der Schlagschattengrenze 
in TT r — Ein zweites Yerfahren zur Darstellung der Eigen- und 
Schîagschattengrenzen der Kugel geht von den rechtwinkligen Durch- 
messern G- H und J K des Kreises v aus, von denen der erste in der 
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horizontalen Diametralebene, der andere in der senkrecht zu ihr 
dur ch Z gelegten Ebene gefunden wird (J K Z). Der Grand riB A G' 
des Halbmessers MG ist senkrecht zu M*A{~ V) zu ziehen und er- 
gibt sofort G ' und G s . Legt man ferner die Ebene AMM* durch 
Drehung in die Bildebene um, wobei M* in M*j auf x übergehen 
mag (AM* j = A MJ, so nimmt J die Lage J a auf dem Kreise AD B C 
ein, fiir welche MJ a J_ MM*a ist; das Bild J s entspricht déni Punkte 
J a ebenso wie M* s dem Punkte durch Affinitât in bezug auf 
die Achse AB. Was die Bilder der GrundriBschatten der Durch - 


messer GE und J K betrifft, so ist G* s B n ^j; G S E S und J* s K* s liegt 
auf Z/ J* s || K a K* s || ZJ. Die Ellipsen v s und v* g sind perspektiv- 
affin; die Achse ist durch den Schnittpunkt -/ K s x Z/ parallel zu 
G g E s zu ziehen. 

27. Wir geben im folgenden Darstellungen der Flachen 
2. Grades in schiefer Projektion, indexa wir ihre Achsen bzw. 


die in ihr en Symmetrieebenen 
gelegenen ïïauptschnitte als 
bekannt yoraussetzen (vgl. 162 
Bd. III). 

EinEllipsoid sei durch 
seine Halbachsen OX, 01, O Z 
gegeben, you denen wir O X 
und O Z in der Bildebene 
selbst annehmen, wahrend O Y 
durch das Bild O Y g (nach An- 
nahme eines bestimmten Ver- 
kürzungsverhaltnisses) fixiert 
wird (Fig. 19). Es sind dann 
O F und O Z, O Z und OX, OX 
und O Y g Paare konjugierter 
Durchmesser für drei Ellipsen 
n s , welche die Haupt- 
schnitte des Ellipsoïdes dar- 
stellen. Der wahre Umris u 



des Ellipsoïdes liegt in der zur 

Sehstrahlrichtung konj ugierten Diametralebene; der scheinbare UmriS 
u s ist ebenso wie die Ellipsen l s , m, rt s aus konjugierten Durch- 
messern bestimmt, die nach 209 Bd. III gefunden werden. Die 
Ellipse u s berührt in den Endpunkten ihrer zu x, y s und z konjugierten 
Durchmesser die Ellipsen Z i? m, n g , woraus.die Berührungspunkte auf 
den letzteren leicht konstruiert werden. Man findet z. B. für die 
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Ellipse m den Halbmesser 0 G auf y s und seinen konjugierten Halb- 
messer 01) mit Hilfe eines affinen Ereises, der um 0 Ï (auf x) mit 
dem Eadius OZ geschlagen ist; die Affinitâtsachse geht durch 

X parallel zu 2 , die Àffinitiitsstrablen liegen parallel zu x. Ist nocli Y J 
rechtwinklig zu y 3 und gleicb O G, ferner O II s auf y s gleicli O J, 
so sind OP und 0 E a konjugierte Halbmesser von u. 

28. Ein einscbaliges Hyperboloid sei durch seine beiden 
reellen Halbaebsen O X und O Y und die imaginare Halbackse O Z 

gegeben. Wir benutzen 
die Ebene OXZ als 
Bildebene und stellen 
O Y in scbiefer Projek- 
tion als O Y s dar (Fig. 
20), OY t und O Z sind 
konjugierte Halbmes- 
ser der Hyperbel l s , 
die als Bild des zu 
x normalen Haupt- 
scbnittes l auftritt; 
ihreAsymptotenkaben 
die Bichtungen der 
Diagonalen des aus 
O Y s und O Z (als Seiten) 
gebildeten Parallélo- 
grammes. OiTund OX 
bilden die imaginaire, 
bzw. reelle Halbachse 
der in der Bild- 
ebene selbst gelegenen 
Haupts chnitthyp erb el 
m. Die Asymptoten- 
paare der Kurven l 
und m bilden die ent- 
sprechenden Hauptschnitte des Asymptotenkegels unseres Hyper- 
boloides. Der zu 2 normale Hauptscknitt n wird durch die Ellipse n s 
dargestellt, für welche OX und 01 konjugierte Halbmesser sind. 
Die Querschnitte, normal zu 2 , die das Hyperboloid und seinen 
Asymptotenkegel unten und oben begrenzen, werden durch Ellipsen 
dargestellt, die zu n s âhnlich und âhnlich gelegen sind. Die zur 
Sehstrahlrichtung konjugierte Diamétral ebene schneidet das Hyper- 
boloid in dem wahren Umrifî u, einer Hyperbel, und den Asymptoten- 
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kegel in. den zugehorigen Asymptoten, die den wahren Umriô dieses 
Kegels bilden. Den scheinbaren Umrifî u s (nnd seine Asymptoten) 
bestimmt man ans konjngierten Durchmessern, die nach 213 Bd. III 
gefunden werden. Man findet zuerst in der Ellipse n s den auf z ge- 
legenen Halbmesser O F a nnd seinen konjugierten O G s . Macht man 
sodann O E anf Z gleich der Kathete eines recMwinldigen Dreiecks, 
dessen Hypoténuse gleich O Z und dessen andere Kathete gleich OF s 
ist, so bilden O G s und O E konjugierte Halbmesser der Hyperbel u s . 

29. Ein zweischaliges Hyperboloid habe OX und O Y als 
imaginàre und O Z als reelle Halbachse; wir stellen die Achsen wie yor- 
her dar (Eig. 21). Dann 
sind OT s und O Z, bzw. 

OX und O Z konjugierte 
Halbmesser bzw. Halb- 
achsen der Hyperbeln l s 
und m, welche die zu x 
und y normalen Haupt- 
schnitte darstellen; der 
dritte Hauptschnitt ist 
imaginar. Die Asym- 
ptotenpaare der Haupt- 
schnitte bilden wie- 
derum die entsprechen- 
den Hauptschnitte des 
Asymptotenkegels, der 
hiernach bestimmbar 
ist. Die zu z normalen 
Querschnitte, welche 
das Hyperboloid und 
seinen Asymptotenkegel 
unten und oben be- 
grenzen, sind Ellipsen 
und zu der aus den 
konjugierten Halbmes- 
sern OX und O T kon- 

S 

struierbarenEllipse àhn- . 
lich und âhnlich gelegen. Der wahre und der scheinbare UmriB 
werden yon Hyperbeln u und u g gebildet; die letztere konstruiert 
man nach 213 Bd. III. Man findet die konjugierten Halbmesser OG s 
und OE von u t genau wie beim einschaligen Hyperboloid, nur ist 
jetzt O G s ein imaginarer und OE ein reeller Durchmesser. 

UOHN U. PAPPEEITZ. II. 4, Aufl. 3 
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30. Wir schalten eine Überlegung ein, die sich auf die Auf- 
gabe bezieht: eine Parabel zii zeichnen, wenn zwei ihrer 
Punkte P und Q, die Tangente t in P und ein Durckmesser d 
gegeben sind (Fig. 22). Ziekt man durch den Mittelpunkt M der 
Sehne PQ eine Parallèle zu d , so trifft sie t in W und Q IV ist die 
Parabeltangente in Q. Ist nun S der Sckeitel, UV die Scheiteltan- 
gente und T der Scbnittpunkt der Àckse mit PQ, so ist 1TJ WV ein 
Parallelogramm (ygl. 263 Bd. I) und T IF kalbiert U F, sowie die dazu 
parallèle Strecke PR, wo P auf <9 W liegt. Man zeichne also MTJ] 
WQ und PR X M1F\ kalbiert man PR in N, so ist T — PQ X WN 



ein Punkt der Àckse und der Sckeitel S ist der Mittelpunkt der 
Strecke KL, wenn die Àckse die Linien PP und t bzw. in K und L 
sckneidet. Der Brennpunkt F liegt auf der zu LU senkreckten Ge- 
raden UF\ denn nack 92 Bd. III liegen die FuBpunkte der vom 
Brennpunkte auf die Parakeltangenten gefallten Dote auf der 
Sckeiteltangente. 

81. Ein elliptisckes Paraboloid werde durck seine in TT 8 
bzw. TT 2 gelegenen Hauptscknitte l und m gegeben; es sind dies zwei 
Parabeln, die auf derselben Seite yon TT! liegen, deren Àcbsen mit 
der Flâchenachse z und deren Sckeitel mit dem Flackenscheitel O 
zusammenfallen (Fig. 23). Wir waklen auf z auBerkalk der Flache 
einen Punkt K, dessen Polarebene die z-Àckse in S (O S = O K, 
vgl. 262 Bd. I) und das Paraboloid in der Ellipse k sckneidet; durck 
k denken wir uns die Flacke begrenzt. Die Parabeln / und m kann 
man sick etwa durck ikre (auf z gelegenen) Brennpunkte F und G 
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in Yerbindung mit den übrigen Angaben bestimmt denken. Man 
konstruiert dann leicbt die Parabeln l und m, sowie von ersterer das 
BildZ 5 , insbesondere aber ibre zu der z-Acbse normalen Sebnen durcb 
S, namlicb A JB und CP (bzw. das Bild C t D^ Wird E auf x 80 
gewablt, da8 jL /£/i£ = B ist, so ist SA — 2. 0 II. Ànalog ist 
SC s — 2 . O J s , wenn J 
auf y und L_ KJ F — K 
AB und C S P S bilden 
konjugierte Durcbmes- 
ser der Ellipse k s , die 
biernacb konstruierbar 
ist. Liegen P und M s 
auf AB bzw. C s P s un- 
endlicb fern und ist 
IV der unendlicb ferne 
Punkt der z-Acbse (also 
aucb der des Parabo- 
loides), so bat man die 
zu den Bichtungen SB 
und S M s konjugierten 
Durcbmesser NB bzw. 

N Q der Parabeln l s 
und m, sowie die Po- 
lare UV von K in be- 
zug auf die Ellipse k s 
zu konstruieren. Nacb 
202 Bd. III sind dann N, F, Q, U, 7 Punkte der Parabel u s} die 
den scbeinbaren Umrifi unserer Flâebe bildet; P ist ibr Scbeitel und 
ibre Acbse liegt parallel zu z. Hiernacb kann v s gezeicbnet werden. 

32. Ein byperboliscbes Paraboloid sei durcb seine beiden 
Hauptscbnittparabeln l und m in den Ebenen TT 3 bzw. TT 2 gegeben. 
Der Elacbenscbeitel bilde den Ursprung O und T"^ sei die zugehorige 
Tangentialebene. Von den Parabeln l und m seien die Brennpunkte 
F und G auf z gegeben; aus ibnen werden l und m, sowie das Bild / 
konstruiert (Pig. 24). Wir wâblen auf der z-Achse zwei von O gleick- 
weit entfernte Punkte J und K. Die Polarebene von K gebt parallel 
zu TTj durcb J und scbneidet das Paraboloid in einer Hyperbel k\ 
ibre Scbeitel C und P sind die Scbnittpunkte der Parabel l mit der 
Polare des Punktes K und werden ebenso wie in 31 dargestellt. 
Eerner ziebe man die Polare von J in bezug auf m durcb K parallel 
zu x und bestimme auf ibr in analoger Weise die Punkte A und B 

3 * 


K 
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der Parabel m. — Je zwei zur Ebene TT 3 parallèle Schnitte unserer 
Elücbe sind kongruente Parabeln, denn sie liegen zugleicli auf einem 
Zylinder (142, 149 Bd. III). In den durcli A und B gelegten 
Parallelebenen zn TT 3 findet man daher die zu l kongruenten Pa- 
rabeln n und o; ibre Bilder sind kongruent zu ï a , die Àcbsen parallel 
zu z und ibre Sckeitel entsprecben sich in derselben Weise wie die 
Punkte O und A bzw. B. Wir denken uns das kyperbolische Para- 
boloid dureb die Kurven k, n und o begrenzt. Die yon A bzw. B 
auf die .r-Acbse gefallten Lote sind gleicb O -/; die dureb ibre FuB- 



punkte parallel zu y gezogenen Sebnen JP Q und B S yon n bzw. o 
liegen in TJ 1 und sind gleicb CI). Daber bilden die Linien BS und 
QB den Scbnitt der Elache mit der Tangentialebene in O, da je 
drei ihrer Punkte auf dieser liegen. Ferner ist A PC O ein Parallelo- 
gramm, dessen Ecken der Flaebe angebôren, und da die eine Diagonale 
OP auf ibr liegt, gilt dies aucb yon der anderen A C. Ebenso sind 
CB, B B, B A Erzeugende des Paraboloides; AC, QB, B B geboren 
der einen Scbar yon Erzeugenden an, AB, PS, CB der anderen. Die 
Bilder dieser seobs Deraden sind m die Figur emgotragen. Die Par- 
allelen dureb I zu PS und QB bilden die Asymptoten der Hyperbel /<; 
zu ibnen sind die Grundrisse beider Erzeugendenscbaren parallel.: 
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Es bleibt nocli iibrig, die zu den Bicbtungen von x bzw. y a 
konjugierten Durchmesser der Parabeln î s und m zu bestimmen. 
Ersterer endigt in dem Scheitel L s von l s , letzterer in dem Punkte 
11 von Tu. Nacb 202 Bd. III sind dann L 9 und M Punkte des 
scbeinbaren Umrisses der Flaehe, namlich einer Parabel u s , und 
zwar ist B s ihr Scbeitel und ihre Àcbse ist parallel zu z. Hieraus 
ist sie nacb 30 konstruierbar. In dem Berükrungspunkte O s der 
Parabel o g mit u s endigt ibr zur Ricbtung B J konjugier.ter Durcb- 
messer. Denn B J ist eine Mantellinie des Zylinders, der das Hyper- 
boloid langs der Parabel o berülirt, da B J die Tangente von m in 
B also aucb eine Tangente des Hyperboloides und TT 2 Symmetrie- 
ebene von Hyperboloid und Zylinder ist. Demnach gebôrt O s dem 
UmriB dieser beiden Flachen an. Analog findet man den Berührungs- 
punkt i\\ von u s und n s als Endpunkt des zur Picbtung A J kon- 
jugierten Durebmessers. 

88. Wir erlâutern dasVerfahren der scbiefen Projektion scblieB- 
licb nocb an dem Beispiele eines Rotationskorpers, der als archi- 
tektoniscbes G-lied an runden Postamenten ôfters vorkommt. Die 
Rotationsacbse a sei vertikal gestellt, die Bildebene TT 2 durcb sie 
gelegt und in dieser der Meridianscbnitt des Korpers gegeben. Der 
Halbmeridian bestebt aus den Streeken B C und O G (die beide a 
senkrecbt scbneiden), CB und F G (beide parallel zu a) und aus 
einem Kurvenbogen m, der seine konvexe Seite der Àcbse zukekrt 
(Fig. 25 u. 26). Um einfacbe Konstruktionen zu baben, setzen wir 
die Kurve m aus zwei Kreisbogen zusammen, die in F eine gemein- 
same, zu a parallèle Tangente haben, wabrend ihre Tangenten in 
den Endpunkten B und F horizontal liegen. Die Zentren der be- 
treffenden Kreise seien if und N. Der darzustellende Korper bestebt 
also aus drei Teilen, namlicb aus zwei zylindrisch begrenzten ebenen 
Platten und einem mittleren Teil, dessen Oberflacbe byperboliscb 
gekrümmt ist. Um letzteren bandelt es sick hauptsachlich; wegen 
seiner Darstellung vergleicke man 380 und 381 Bd. I. Damit wir 
den Korper samt Eigen- und Sclilagschatten abbilden konnen, müssen 
nocb die Ricktungen der Sehstrablen o und der Licbtstrablen l 
gegeben sein. Es seien etwa GrrundriB und Àufrifî derselben o' , o" 
und V , l" bekannt, woraus man leicbt ein Proj ektionsdreieck, sowie 
l s F konstruiert. 

Wie die zylindriscben Teile unseres Korpers abgebildet, wie ihre 
Eigenscbattengrenzen und die Grenzen ibres Schlagschattens auf die 
GrundriBebene dargestellt werden, bedarf keiner Erklârung mekr 
(man vgl. 24). 
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Der w a lire Unir i B u der konvex-konkaven Eotationsfiacho, 
welclie die Kurve m erzeugt, wird mittels des Kegelverfabrens er- 
mittelt. Sei p der Parallelkreis durcli den Punkt P der Meridian- 
kurve m und p" sein in der Bildebene gelegener Durehmesser. Die 
zu P gekorige Tangente yon m treffe die Ackse a in so ist S die 
Spitze des Kegels, der unsere Flâehe langs des Kreisesp berübrt; 
seine UmriBlinien treffen p in zwei Punkten, die dem FlâcliennmriB u 
angehoren, und deren Bilder beriihren u s in den bez. Punkten. Man 
findet sie als die Berübrungspunkte der Tangenten an p aus dem 
Punkte Q, in welckem der Sekstrabl durcb S die Ebene des Parallel- 
kreises p trifft. Jeder der fraglichen Punkte, z. B. U, liegt auf p 
und auf dem Kreise iiber dem Durcbmesser QP, wo P = a x p" ist; 



das Zentrum sei T. Den Kreis p und die Punkte Q, T, U zeichnen 
wir um p" in die Bildebene umgelegt als p° 7 T°, V Q und be- 

stimmen U g als Bild von JJ in bekanuter "Weise; die zugeborige 
Tangente yon u $ gebt durch & Tragt man parallel zu a von U s die 
Strecke U s U g = R O ab, so ist JJ' & ein Punkt des GrundriBbildes u J 
yon u. Man wiederbolt dieses Yerfabren für meîirere Parallelkreise, 
um binreicbend yiele Punkte yon u s und u' s zn erkaiten. Bezüglich 
der besonderen Punkte sei folgendes'bemerkt. Für den yom Punkte E 
beschriebenen Keblkreis k der Flâche gebt ibr Tangentialkegel in 
einen Zylinder über; die UmriBpunkte auf k liegen daber auf dem 
zur Horizontalprojektion o' des Sebstrables o senkrechten Durcb- 
messer, in den Bildern derselben sind die Tangenten des sckein- 
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baren Umrisses parallel zu a. Es gibt einen hochsten und tiefsten 
Parallelkreis/ der vom wabren UmriB beriibrt wird. Der Sebstrabl 
des Berübrungspunktes tangiert den betreffenden Meridian und entbalt 
die Spitze des Tangentialkegels, der dem betreffenden Parallelkreis zu- 
gehort. Wird also ein Sebstrabl u (dnrch S) uni die Achse a bis 
in die Bildebene gedrebt, so schneiden die zum gedrebten Seb- 
strable o A parallelen Tangenten des ïïauptmeridians m die Àolise 
in den Bildern V s und If) des hocbsten und tiefsten UmriBpunlries. 

4 



Die bezüglicben Tangenten von u s werden als Bilder der entsprechen- 
den Parallelkreistangenten leicbt bestimmt. In den Schnittpunkten 
des Umrisses u mit dem Hauptmeridian m steht die den Sebstrabl 
entbaltende Tangentialebene auf der Bildebene senkrecbt und folg- 
licb sind die Tangenten von m in ibnen parallel zum AufriB o”\ 
bieraus werden die genannten Punkte auf m gefunden. An vier 
Stellen wird der UmriB u von Sehstraklen berührt, die Haupttan- 
genten der Elàcbe bilden; den Berübrungspunkten entsprecben Spitzen 
des scbeinbaren Umrisses und beim Bilde uf seines Grundrisses die 
Berübrungspunkte der zu o‘ s (also zu ci) parallelen Tangenten. Diese 
Bemerkung dient zur Auffindung der vier Spitzen, falls genügend 
viele Punkte von u s und uf bekannt sind. 
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Um die Lichtgrenze v auf unserer Flache zu finden, wenden 
wir wiederum das Kegelverfahren an, setzen aber an Stelle der Seh- 
str ahl en o die Lichtstrahlen 7; im Prinzip wird kierdurch nichts ge- 
ândert. Das Bild v s der Lichtgrenze berührt den scheinbaren 
UmriB u s an zwei Stellen; die Berührungspnnkte sind aus den 
Schnittpunkten von v' und v' abzuleiten (in der Figur ist v' nicht 
eingetragen). Genauer erhâlt man diese Stellen, wenn man durch B 
einen Licht- und einen Sehstrahl zieht, die den GrundriB in JB* bzw. 

JB 0 schueiden môgen. Dann besitzt der Regel mit der Spitze £, j 
dessen Basiskreis in TTj umO beschrieben ist und die Gerade JB* JB 0 
berührt, eine zu l und o parallèle Tangentialebene. Seine in der 
Bildebene liegenden Mantellinien treffen x in Punkten, deren Ab- 
stânde Ton 0 gleicb der Lange des von 0 auf JB* JB 0 gef âllten Lûtes 
sind. Zieht man zu diesen Mantellinien parallèle Tangenten an den 
Hauptmeridian m, so fallen fur die die Berührungspunkte enthalten- [ 
den Parallelkreise UmriB und Lichtgrenze zusammen. Sind hin- 
reichende Punkte der Lichtgrenze v im Bilde und GrundriBbilde t 

bestimmt, so findet man leicht die Bilder ihrer Schatten auf TTj und • 

damit die Schlagschattengrenze v*. I 

Wir haben noch notig, von den Grenzen des Schlagschattens 
des Kôrpers auf sich selbst zu sprechen. An die Lichtgrenze 
setzen sich in den Punkten, wo sie von Lichtstrahlen berührt wird, 
in der Ricktung derselben Schlagschattengrenzen an, z. B. MJ] das 
Bild E s des Ansatzpunktes ist der Berührungspunkt von u s mit einer 
zu l s parallelen Tangente. Der Endpunkt J auf dem Parallelkreis 
durch F entspricht dem Schnittpunkte P* des Kreisschattens mit der ' 

Kurve v*\ die Schlagschattentangente in J ist zur Tangente von v.,. • 

in J* parallel. Der untere Rand der zjlindrischén Deckplatte wirft 
auf den mittleren Teil unseres Kôrpers Schatten; seine Begrenzung i 
endigt in den Punkten von v, die den Überschneidungen von v* mit 
dem Randschatten in TT^ entsprechen [K und K*) und besitzt daselbst f 

zu l s parallèle Tangenten. Der hôchste Punkt des Randschattens | 

wird bestimmt, indem man die zum Lichtstrahl parallèle Meridian- ? 

ebene in die Bildebene umdreht und den mitgedrehten Lichtstrahl 
durch den Randpunkt I) x mit dem Hauptmeridian schneidet; hierauf 
ist die der Rückwartsdrehung entsprechende Konstruktion auszu- ■ 
führen. Yergleicht man die hier beschriebenen Konstruktionen mit 
denjenigen, wie sie in Kap. YIII Bd. I bei der Darstellung der 
Rotationsflâchen in Orthogonalprojektion verwendet wurden, so er- 
kennt man, daB die gesuchten UmriB- und Lichtgrenzpunkte hier 
genau so wie dort bestimmt und dann erst in sehiefe Projektion ; 
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umgesetzt werden; nur sclilieBt sich diese Umsetzung direkt an die 
Konstruktion der einzelnen Punkte in Orthogonalprojektion an. u' 
bat man nicbt nôtig zu zeicbnen; man kann die Spitzen des schein- 
baren Umrisses u s auch dadurcb erbalten, dafî man an u" die zu 
o" parallelen Tangenten ziebt; die Punkte yon u' werden ja aber 
schon bei der Konstruktion von u s erbalten. Ebenso kann man v s ' 
bei der Konstruktion von v* s entbebren, da bierzu v s und v", das 
sicb ja bei der Bestimmung von v s nebenbei ergibt, genügen. Sind 
X, und X" zwei zusammengekôrige Punkte von v s und v", so ziehe 
man durcb X s und X" Parallèle zu o s bzw. o", dann ist X :l . s der 
Scbnittpunkt von o s und o' [o' x o" auf x). 


Das Verfahren der schiefen Projektion, wenn Bild- und AufriBebene 
vertikal, aber gegeneinander geneigt sind. 

84. Wir nebmen an, daB Bild- und AufriBebene sicb in der 
z-Achse scbneiden, was obne Wirkung auf das Bild erlaubt ist. Die 
GrundriBebene, welcbe die Acbsen x und y entkalt, scbneidet die 
Bildebene in einer Geraden g, die wir Grundlinie nennen wollen; 
iim diese Grundlinie werde der GrundriB in die Bildebene TT um- 
gelegt 5 ). Punkte und Linien des umgelegten Grundrisses sollen ganz 
ebenso bezeicbnet werden wie die betreffenden Elemente im Grund- 
riB selbst. Wird der AufriB um die z-Acbse in die Bildebene um- 
?elegt, so sollen aucb hier die umgelegten Punkte und Lini.en die 
gleiche Bezeicbnung tragen wie im AufriB selbst. Die Bilder der 
Raumpunkte und Linien, sowie ibrer drei Bisse erbalten den Index s, 
am sie zu kennzeicbnen. Endlicb finden gelegentlicb nocb die Bild- 
risse von Punkten und Geraden (d. b. ibre ortbogonalen Projektionen 
iuf die Bildebene) und die Bildspuren von Ebenen (d. b. ibre Spuren 
■n der Bildebene) Yerwendung; wir bezeicbnen sie mit P + , g + , e + usw. 

Sind g , z, y und x gegeben, so ist L. g x = a der Neigungswinkel 
1er AufriBebene gegen die Bildebene; kennt man auBerdem noch 
lie Sebstrablricbtung , so ist die scbiefe Projektion vôllig bestimmt. 
[n Fig. 27 sind die gleicben Strecken OX= OY= O Z auf die Acbsen 
lufgetragen; sie bilden die Kanten eines Würfels mit der Ecke O, 
lessen gegenüberliegende Ecke Q sein moge. Seine übrigen Ecken 
*ind X, Y, Z und Q', Q", Q"'. Nebmen wir das Bild von Q als 
gegeben an, so ist aucb Q' bekannt (Q^QJ = ZO). Sind ferner J 
md K die Scbnittpunkte von Q'X bez. Q' Y mit g, so geben aucb 
lie Bilder Q s 'X g und Q/Z durcb J bez. X, und die Bilder x a und y s 
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der Achsen sind zu ibnen parallel; damit sind dann die Bilder 
sâmtlicber Wiirfelkanten gefunden. 

Der uni g umgelegte GrundriB und sein Bild sind affin, g ist 
die Affinitâtsaclise, Q' und QJ sind ein Paar affiner Punkte. Ebenso 
ist der um 5 umgelegte AufriB zu seinem Bilde affin, z ist die 
Affinitâtsacbse, Q" und Q" sind ein Paar affiner Punkte. Besonders 
erwâbnen wir nocb, daB die Acbse x und die Punkte auf ibr, z. B. 



Fig. 27. 


X, sowobl in dem umgelegten GrundriB wie ' in dem umgelegten 
AufriB auftreten; beim letzteren fâllt x in die Grundlinie g, X (auf g) 
und X s sind entsprecbende Punkte in der Affinitât zwiscben dem 
umgelegten AufriB und seinem Bild. Betrachten wir den Sehstrahl 
0 = QQ S > so ist Q s sein Bildspurpunkt; dessen GrundriB liegt auf g y 
und aus beiden ergeben sich unmittelbar vom Spurpunkt Q s Auf- 
und SeitenriB im Bilde. Verbindet man die Bilder der drei* Bisse 
des Spurpunktes Q s bez. mit Q;, Q" und Q"', so erbâlt man */, 
°" 1111(1 °1"\ diese Bilder der Sebstrahlrisse fallen auf die Bilder 
der durcb Q gebenden Würfelkanten. Denn die Ebene durcb o 
und o enthâlt aucb die zu y parallèle Würfelkante durcb Q, sa 
daB ibr Bild und das von o" aufeinanderfallen; âbnlicbes gilt für 
die Ebenen durcb o und o' bzw. durcb o und o'". In der Figur 
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sind auck noch o', o" und a* eingezeichnet ; o' gekt durck Qf und 
schneidet sick mit o' auf g\ o" gekt durck Q" und sckneidet sick 
mit o” auf zj o + ist die Ôrtkogonalprojektion von Q' Qf (also einer 
Parallelen zu o) auf die Bildekene. 

35. Hacken wir jetzt die Annahme, es seien z und die Bilder 
x und y der keiden Àcksen sowie zwei Strecken OX und 0 7 auf 
iknen gegeken. Man soll nun umgekekrt die recktwinkligen Acksen 
x, y und auf iknen die Strecken OX = O Y derart bestimmen, daB 
sie die vorgesckriekenen Bilder besitzen. Zu diesem Zweck yer- 
yollstandige man OX s und OY s zu einem Parallelogramm mit der 
yierten Ecke in Q'] seine beiden Seiten durck Q' mogen g in J 
und K sckneiden (Fig. 27). Darauf besckreibe man über J K als 
Durckmesser einen Kreis, kalbiere den Halbkreisbogen J K in L und 
zieke OL\ diese Grerade sckneidet den gesuckten Punkt Q' aus dem 
Kreise aus. Ziekt man nâmlick Q'J, Q' K und durck O die Acksen 
x (|| Q' K) und y (||Q'J), so ist L.7Q' A=B und L.7Q,'0 — z_OQ'X 
= IR als Peripkeriewinkel über dem Kreisquadranten ; deshalb ist 
O XQ' Y ein Quadrat und OX—OY die wakre Lange der Würfel- 
kanten, deren Bildlangen OX s und O Y s sind; die Kante O Z ersckeint 
in wakrer G-rôBe. 

36. Bevor wir zur Darstellung von Objekten in sckiefer Pro- 
jektion übergeken, wollen wir nock kurz zwei besondere schiefe 
Projektionen besprecken. 

Es .mogen die Acksen 
z, x, y sowie g gegeben 
sein; die Sehstrahlrich- 
tung o soll so bestimmt 
werden, daB O X s — O X 
und O 7 = y O T wird 
(OX= OY= OZ). Man 
sucht dazu wieder wie 
yorher Q', J und K auf 
(Fig. 28), scklâgt um K 
einen Kreis mit dem 
Kadius K Q’ und um J 
einen Kreis mit dem 
Radius Q'\ b eide Kreise 
sckneiden sick dann in 
dem Bilde Q' von Q', woraus sick weiter x s , y s , X s , ï s und Q s sofort 
ergeben. Aile zur z-Ackse parallelen Strecken ersckeinen hier in 
natürlicker, aile zur ;/-Achse parallelen Strecken in kalber natürlicker 
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Grofîe. Soll ein zweckentsprechendes Bild entstehen, so darf man 
/_ a — L. g x nicht zu grofi annehmen. 

Wiederum seien x, y, s und g gegeben; eine Ebene, die in der 
z-Achse auf der Bildebene senkrecbt steht, sei parallel zur Seh- 

strahlricbtung o. Dann liegt 
Q' mit Qj auf einer Senk- 
rechten zu g (Fig. 29). Das 
Bild einesbeliebigenPunktes 
liegt dann nicht nur mit 
dem Bild seines G-rundrisses, 
sondera auch mit seinem 
um g umgelegten) Grundrifi 
selbst auf einer Senkrechten 
zu g. 

Wünscht man insbe- 
sondere noch, daB sich die 
Strecken O X und O Y bei 
Fl S* 29 - der Abbildung in einem be- 

stimmten Verhàltnis ver- 
kürzen ? dafî also 0 X s - 0 X — m und O Y s : O Y = n wird [O X — O Y 
— O Z), so kann man den Neigungswinkel a — L. g x niclit melir be- 
liebig wâblen; er ergibt sich vielmehr durch folgende Überlegung. 
Setzt man L.x s g = § und L_y s g = e, so erhàlt man OX. cos« 
= O X. cos §, also cos a = 772 cos d und ebenso sin a — n cos e, ferner 
Q'Y. sine = Q,' A. sin d oder QjJ. n sin s = Qj K.m sin §. Daraus 
folgt weiter (Q'J) 2 {u 2 — sin 3 <z) = [Q' X) 2 (m 2 — cos 2 a), und wenn man 
diese Gleichung von (Q' J) 2 cos 2 a = [Q' K) 2 sin 2 a subtrahiert, kommt 
Q,' Y. ]/ 1 ~ ri 2 — Q,' K. ]/ 1 — m 2 , also: tan a = y 1 — m 2 : ]/ 1 — tz 2 . 
Um zu einer reellen Lôsung zu gelangen, darf man die Werte m und n 
nicht zu klein nehmen, Kennt man a, so kann man X und Y zeichnen 
und erhàlt X s und Y s sofort mittels der Werte m bez. n auf den 
durch X bez. Y zu g gezogenen Senkrechten. 

37. Handelt es sich darum, das Bild eines Gegenstandes in schiefer 
Projektion zu entwerfen, falls sein Grand- und AufriB gezeichnet 
vorliegen, so hat man den GrundriB zunâchst in die richtige Lage 
zu bringen, in der seine ar-Achse mit der vorgeschriebenen r-Achse 
zusammenfàllt. Hierauf entwirft man das Bild des Grundrisses als 
eine zu ihm affine Figur und erhàlt die Bilder der einzelnen JRaum- 
punkte, indem man durch die Bilder ihrer Grundrisse zur zr-Achse 
parallèle Strecken zieht, deren Lângen man aus dem AufriB (als Ab- 
stànde der AufriBpunkte von der r-Achse) entnimmt. 
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In Figur 30 ist ein Beispiel für die Herstellung des Bildes ans 
zwei Eissen gegeben. Es handelt sich um ein Tonnengewolbe, 
in das ein Stichkappengewôlbe seitlich einschneidet; beide 
sind zylindrisch und durehscbnitten gedacbt von je einer V ertikal- 
ebene durch den Scbeitel des Tonnen- und Stichkappengewôlbes. Bei 
der Konstruktion des Bildes ist neben dem AufriB der SeitenriB ver- 
wendet, dagegen der GrundriB weggelassen worden; es ist das ans 
dem Grunde geschehen, weil Auf- und SeitenriB einen besseren Ein- 
blick in die sich darbietenden Verbâltnisse gewâbren. AuBerdem ist 



die Sebstrablricbtung so gewâhlt worden, daB der vor der Bildebene 
liegende Teil der GrundriBebene sich. oberhalb der Grundlinie g 
abbildet; die Sehstrahlen sind also von vorn unten nach rückwârts 
und oben gerichtet. Durch dieseWahl werden beide Gewôlbe sicht- 
bar, worauf es hier in erster Linie ankommt. 

In Eigur 30 c sind x und y gegeben und daraus- x s und y s be- 
stimmt, wobei o' \_g genommen ist. Tragt man also auf x bez. y die 
betreffenden Strecken aus den Eissen auf und zieht die Senkrechten 
zu g , so schneiden sie auf x s bzw. y s die Bildstrecken ab. Zunâchst 
ist das Bild des Seitenrisses • gezeichnet, der zugleich die vordere 
Eandlinie p des Tonnengewôlbes enthâlt. Seine hintere Eandlinie q 
liegt in einer Parallelebene zum SeitenriB, ihr Bild ist gegen das 
von p in der Eichtung x s parallel verschoben. Das Stichkappen-, 
gewôlbe besitzt als Basiskurve den Kreisbogen AC B, dessen Ebene 
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zum Aufrifi parallel ist; A liegt im Seitenrifi, die Bilder von C und B 
ergeben sich aus dein Aufrifi, indem man auf der Vertikalen durch A 
die Hôkendifferenz zwischen A und C bzw. A und B auftrâgt, durch 
die so gewonnenen Punkte Parallèle zu x s zieht und sie gleich den 
entsprechend reduzierten Abstânden der Punkte C" bzw. B" yon z 
macht. Die Tangente in B a schneidet die Vertikale durch A in JT. wo- 

heiA IJ — A" II" -, 
ebenso hndetman 
die Tangente in 
C s . In der Verti- 
kalebene durch 
den Kreisbogen 
AG B liegt noch 
ein zweiter kon- 
zentrischer Kreis- 
bogen, dessenBild 
sich in gleicher 
Weise bestimmt; 
ein mit ihm kon- 
grnenter Bogen 
liegt in der Auf- 
rifiebene selbst. 
Beide Grewôlbe 
durchdringen sich 
in der Liniei? PB ; 
dieStreckenA g D s , 
CF, t B JJ sind 

fi s? s â 

z\uj s parallel, ihre 
Langen ergeben 
sich durch Reduk- 
tion aus den bez. 
Langen im Seiten- 
rifi. Die Tangente 
in B s ist parallel 
x g , die Tangente in E g findet man wie folgt. Die Tangente im 
Punkte E der Durchdringungslinie liegt in den beiden Tangential- 
ebenen, welche die Gewôlbflâchen im Punkte E berühren. Ihr Seiten- 
rifi berührt den Kreisbogen in E'", ihr Aufrifi den Kreisbogen A" C"B ,! 
in R — E' ; sie trifft die Ebene des letztgenannten Kreisbogens in 
einem Punkte J , dessen Bild sich aus J " und J"' sofort ergibt. 
Ebenso kann die Tangente in E s gezeichnet werden. 
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In dem Bilde (Fig. 30 c) ist noch der Schatten konstruiert. Das 
Bild des Lichtstrahls l s durch JD S ist beliebig angenommen, ebenso 
der Schatten D* auf die Ebene des Kreisbogens A CB] l s " = A S IP 
und . I'" = D s K s [A s K g || z, JD* K s || x s ). Der Schlagschatten einzelner 
Punkte der Durchdringungslinie JD F JS ist sonach einfack zu be- 
stimmen. Man ziehe z. B. dnrch F s die ManteUinie P s C s ; sie wirft 
auf die Ebenen des Kreisbogens AC B und des Kreisbogens B G 
Schatten, deren Bilder zu l” bzw. y s parallel sind und sich auf B s N s 
schneiden. Sie werden von der Parallelen zu l s durch F s in den 
Bildern des Schlagschattens geschnitten, den F auf die eine und 
die andere Ebene wirft. Man kann so beliebig viele Punkte des 
Schattens der Linie JD FF auf die b eiden Ebenen konstruieren. Ins- 
besondere erhalt man die Tangente des Schlagschattens im Punkte F s 
als Schatten der Geraden J F auf die Flache DBG. Zu diesem 
Z week nehme man auf J s F s den Punkt P s an, ziehe durch ihn 
eine Parallèle zu y s und schneide sie mit J S B S in Q s \ dann ist Q 
der Spurpunkt von PQ in der Ebene des Kreisbogens A CB, man 
erhalt also die Schatten von P auf die Ebenen AC B und F B G in 
der gleichen Weise wie vorher die Schatten von F. Der Eigen- 
schatten des Tonnengewôlbes geht durch den Berührungspunkt von p s 
mit einer zu l'" parallelen Tangente; eine Parallèle zu IJ” durch £7 
schneidet q s in einem Punkt, durch den das Bild des Schlagschattens 
von UV geht. Der Schatten von F fâllt nach V * auf der Flache F B G. 
Der Schatten auf den GrundriB ist weggelassen. 

38. Man kann das Bild eines Gegenstandes aus zwei Bissen 
auch in folgender Weise ohne Zuhilfenahme des Zirkels gewinnen. 
Man trenne Grand- und Aufrifî lângs der ar-Ach.se auseinander und 
lege ersteren mit seiner Trennungslinie an die um g umgelegte 
.r-Achse, letzteren mit seiner Trennungslinie an die Grundlinie g, 
welche ja die um z umgelegte ar-Achse darstellt. Hierbei ist darauf zu 
achten, daB Grand- und AufriB eines Punktes P durch Loten von P' 
auf x und von P" auf g den namlichen Punkt der Trennungslinie 
ergeben müssen, daB also die Endpunkte der Lote von O gleich 
weit abstehen müssen. Um nun das Bild P s eines b.eliebigen Punktes P 
zu zeichnen, lege . man durch P zwei Ebenen parallel zur Sehrichtung 
und* zwar die eine senkrecht zu TT! und die andere senkrecht zu TT 2 - 
Erstere schneidet nj in einer Parallelen zu o' und die Bildebene in 
einer Parallelen zu z; letztere schneidet TT S in einer Parallelen zu ‘o" 
und die Bildebene in einer Parallelen zu y s . Zieht man also einer- 
seits durch P' eine Parallèle zu o' und durch ihren Schnittpunkt 
mit g eine Parallèle zu z, andererseits durch P" eine Parallèle zu o" 
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(und zwar in dem umgelegten AufriB) und durch ihren Schnittpunkt. 
mit s eine Parallèle zu y s , so sckneiden sich die genannten Parallelen 
zu 2 und y s im Punkte P s . Nimmt man insbesondere o' senkrecht 
zu g an, vie das in der schiefen Projektion in Figur 29 der F ail 
ist, so liegt das Bild P a von P mit P' auf einer Parallelen zu 2 
und bestimmt sich auf dieser mit Hilfe zweier Geraden, einer 
Parallelen zu 0 " durch P " und einer Parallelen zu y s durch den 
Schnittpunkt der ersteren mit 2 . In gleicher Weise kann man 
Punkte der GrundriBebene bestimmen oder auch die Affinitât zwischen 
dem umgelegten GrundriB und seinem Bilde benutzen. 

D ami t das nach dem soeben geschilderten Yerfahren entwickelte 
Bild nicht durch die dabei verwendeten Bisse gestôrt wird, empfiehlt. 
es sich, den GrundriB ziemlich weit nach unten zu verlegen. Der 
dazu gehorige Aufrifi kann auBerdem noch beliebig in der Bichtung 
von 0 " verschoben verden, was auf das Bild ohne alleWirkung ist. 

39. Will man das Bild eines Gegenstandes konstruktiy ent- 
wickeln, ohne vorher seine Bisse zu zeichnen, so bedarf es dazu 
der Lôsung gewisser Fundamentalaufgaben. Aile Fragen, die sich 

auf die yereinigte Lage 
yon Punkten, Geraden 
undEbenen, aufihreVer- 
bindungs- und Schnitt- 
elemente, sowie den Pa- 
rallelismus beziehen, wer- 
den wie im yorigen Ab- 
schnitt behandelt. Eine 
Anwendung hiervon ist 
bereits in 37 an der 
-y dortigen Aufgabe bei der 
Bestimmung des Schlag- 
schattens gegeben wor- 
x s den. Es erübrigt hier 
nur noch kurz auf die 
Bestimmung der wahren 
Gestalt und das Errichten 
von Normalen oder Fâllen von Loten einzugehen. 

:j Gilt es die wahre Lange einer StreckePÇ zu bestimmen, 

| wenn P s Q s und P/ Q' bekannt sind, so ziehe man PJiRPs Qs’ 

| dann ist A PP Q rechtwinklig (Fig. 31). Macht man also P 3 ° B s J_ 

• Q S Q S ' und = P' Q', so ist P s ° Q a die gesuchte Lange. Um die Lange 

•: von P' Q' zu erhalten, ziehe man durch QJ eine Parallèle h s zu g 
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und durch P' Parallèle zu x s und y s \ durch ihre Sclmittpunkte 
mit h s ziehe man ferner Parallèle zu x bez. y, sie schneiden sich 
in einem Punkte P 0 '[P 0 'P' || XX S ), so dafi P' Q s ' = P' Q' ist; denn 
P' Q' ist die um h s parallel zur Bildebene gedrebte Strecke P' Q . 

40. Für die folgenden Konstruktionen maehen wir die An- 
nabme, dafî der Sebstrabl durch den Ursprung 0 mit der z-Achse 
in einer zur Bildebene senkrechten Ebene liegt, so dafî sich aile 



Normalen zur Bildebene parallel zur z-Achse projizieren; zugleich 
setzen wir fest, daB die Bilder dieser Normalen in halber natür- 
licher Grôfîe erscheinen sollen. JDie Anderungen, die unsere Kon- 
struktionen im allgemeinen Fall erfahren, sind leicht anzugeben; die 
Bilder der Normalen zur Bildebene, die übrigens mit den Bildern 
ihrer Grundrisse parallel und von gleicher Lange sind, besitzen als- 
dann eine beliebige Richtung (sie sind parallel zu o + in Fig. 27) 
und verkürzen sich in einem bestimmten Verhâltnis. 

Es sei eine Ebene E mit den Achsenschnittpunkten A, B, G 

Hohn u. Pappebitz. H. 4. Aufl. 4 
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parallel zur Bildebene zu drehen. Sind X und Y zwei be- 
liebige Punkte von x und y , so fâlle man aus ibnen die Lote auf y } 
dann gehen und y s durch die Mittelpunkte dieser Lote (Fig. 32). 
Durcb einen Punkt der Ebene, etwa A g , legen wir eine Parallel- 
ebene zur Bildebene, welcbe E in a scbneiden môge. Dann fallen 
wir yon B ein Lot B J auf a ( B g J g _L cl') und von J ein Lot J K 
auf a (J g X s X a s ), so stebt aucb B K auf a senkrecht und wird nach 
der Drehung recbtwinklig zu a s und in wabrer Grôfie als B Q K s er- 
scbeinen. Um die Lange von B K zu erhalten, tràgt man / B 0 
(=2 J t B^ senkrecht zu J g K g in /. an, die Hypoténuse B° K g ist 
dann die gesuchte Lange. Da l g B 0 — B B ist, kann man auch die 
wahre Lange yon L B — L s B A {0 Y — O Y â , B g B A \\Y g Y A ) zur Be- 
stimmung von B 0 benutzen. Aus der Affinitat zwischen dem Bild 
und der gedrehten Ebene folgt dann das übrige. 

41. In gleicher Weise lâfît sich die Konstruktion ausführen, 
wenn die wahre G-estalt eines Dreiecks zu zeichnen ist. Man 

lege in der Ebene 
des Dreiecks ABC 
eine Parallèle a 
zur Bildebene, et- 
wa durch A, fâlle 
yon B das Lot B J 
auf die zur Bild- 
ebene parallèle 
Ebene durch a {J g 
auf 

und von J das Lot 
JK auf a (J K X a) 
(Fig. 33). Dann 
steht B K senkrecht 
auf a, wird also 
nach der Drehung 
rechtwinklig zu a g 
undinwahrer Lange 
als K g Bq erscheinen. 
Die wahre Lange 
von K B ist aber wieder die Hypoténuse des Dreiecks mit den 
Katheten J K und J B ® (— 2 J B). 

Soll im Punkte A des Dreiecks A B C die Normale KN von 
vorgegebener Lange errichtet werden, so liegt ste in der • 
Ebene B J K, die in A auf a senkrecht steht. Dreht man diese 
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Ebene um J K parallel zur Bildebene, so nimmt ihr Bilcl die be- 
reits gezeichnete Lage B°J s X s an, wâhrend K t N t in X 3 P° über- 
geht [K S N° _L K s B°, K s N° = KP). Zieht man noch iV° Q s senk- 
reclit zn J s K s und Q S P S vertikal ( = iV° Q s ) } so ist N s K s das Bild 
der Normalen und P' K' sein GrundriB [Q s ' N' — Q g P r s ). 

Ware die Normale in einem beliebigen Punkte des Dreiecks 
ABC zn errichten, so müBte man noch nachtrâglich die soeben ge- 
fnndene Normale verschieben. Ware ans irgend einem Punkt P ein 
Lot anf die Dreiecksebene zu fâllen, so hâtte man dnrch P s nnd P' 
die Parallelen zn P s I( s nnd P ' K s ' zu ziehen nnd den Durchstofi- 
punkt von P K mit der Ebene AB C zn bestimmen. 

Ist das Spurendreieck ABC einer Ebene E gegeben, so erhàlt 
man die Normale entweder wie vorher oder in der folgenden Weise. 

Man wâkle anf B C einen Punkt Q oder lege durch ihn die 
Parallelebene zur Bildebene, die B A in B und y in S schneiden 
môge (Fig. 34). Dann 
falle man von B das 
Lot B J anf BS(B s J g ± y, 
nnd trage J s B A — JB 
(=2 J S B^ auf dasselbe 
anf, so ist R S B A die 
nm R s S s parallel zur 
Bildebene gedrehte Ge- 
vsb&eRB. Ist S s F A das 
von S s auf RB A gef alite 
Lot, so stellt Q, S F S das 
Bild der Falllinie Q P 
nnd Q X F 0 die nm Q s S s 
parallel zur Bildebene 
gedrehte Falllinie dar 
(S.F 0 = S. Fa). _ Die 
Normale Q P liegt in 
der Ebene QSF ; wird 
sie nm Q s S g in die 



Fig. 34. 


Parallelebene zur Bildebene gedreht, so erscheint sie als Q g P 0 recht- 
winklig zu Q g F 0 nnd in wahrer GrôBe. Daraus findet man P s nnd 
P'. Ist die Normale in einem anderen Punkte zu errichten oder 
ans einem Punkte anf die Ebene ABC zn fallen, so ist wieder eine 
Verschiebung vorzunehmen. ’ 

4:2. UmriB nnd Lichtgrenze eines Kegels. Die Behand- 
lnng dieser Anfgabe bildet die Grundlage ftir die Konstruktion von 
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UmriB und Licbtgrenze bei Kotationsflâcben. Bei axonometriscber 
Darstellung wird man eine Achse parallel zur Achse des Kegels 
oder der Rotationsflâcbe nehmen. Bereits im vorbergebenden Ab- 
scbnitt wurde eine Rotationsflacbe mit vertikâler Acbse entworfen. 
wir wâblen desbalb hier die Acbse des Kegels borizontal und zwar 
parallel zu y. Die Biebtung des Sebstrabls mag wieder der Ebene, die 
in z auf der Bildebene senkrecbt stebt, parallel sein, so dafî sicb die 

auf der Bildebene errich- 



Fig. 35. 


teten Normalen parallel zu 
z und, wie wir annebmen 
wollen, in balber natür- 
licber GrôBe abbilden. 
S' A' B' sei der GrundriB 
des Kegels in ortbogonaler 
Projektion (Fig. 35); der 
Mittelpunkt M seines Ba- 
siskreises It mag durcb M r 
und seine Hôbe über der 
GrundriBebene gegeben 
sein. Dann liegen M s und 
S s senkrecbt über jW und 
s ' {M s S s \\y s ), und k s be- 
sitzt die konjugierten 
Durcbmesser A g B s und 
0,D,\\z r 
A g A'\\z). Die Tangenten 
y on S s an k s sind die Um- 
riBlinien des Kegels, sie 
berübren k in U und V . 

SS S 

Zur Bestimmung dieser 
Punkte benutzen wir die 
Affinitat zwiscben A und 


dem Kreis k n 


. 0 , der mit ersterem den yertikalen Durcbmesser C s JD^ 
gemein bat; in ibr sind B g und B 0 ( M g B 0 _L O g DJ affine Punkte. 
Von dem zu S g affinen Punkt S 0 geben an den Kreis k 0 zwei 
Tangenten mit den Berübrungspunkten U Q und V 0 ; die zu ibnen 
affinen Punkte U g und F gebôren alsdann dem UmriB an {JJ () Q I \\B Ç) M g , 
U s Q [| B s M s , U 0 U s || B 0 B s ). Ist Àq der Mittelpunkt der Strecke S 0 M g , 
so scbneidet der Kreis mit dem Mittelpunkt if 0 , der durcb M s gebt, 
aus k 0 die Punkte Ü Q und F 0 aus {K 0 affin zu K s ,K s S s = IFJ. 

Legen wir durcb die Kegelspitze einen Licbtstrahl l (l s durcb & 
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und l" durcli MJ, so wird er die Basisebene in 8* (S* = l s x 1”), 
dem Schatten der Spitze, treffen. Die Tangenten ans 8* an k g be- 
rübren in den Punkten B s nnd F s , die der Licbtgrenze angehôren. 
Um diese Punkte zn ermitteln, verfâhrt man genan wie yorher, in- 
dem man M t 5* in J g balbiert und um den dazu affinen Punkt / 0 einen 
Kreis mit dem Radius il bescbreibt; dieser scbneidet It 0 in F 0 
und F 0 , zu denen man riickwârts die affinen Punkte E s und F s sucbt. 



U**'' 


Fig. B6. 

4:3. Umrifi einer Rotationsflâcîie. Wir geben uns wieder 
den G-rundriB und wenden alsdann das Kegelverfahren an. Man 
bestimme zunâchst das Bild der Rotationsaebse AB {A s B s \\.yJ und 
zeichne die Bilder der Kreise a , b, c, d\ es sind abnliclm Ellipsen 
b s, c s > d s mit den Mittelpunkten A s , B s , C s = B s (Fig. 36). Dann 
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wâhle man anf der Flâche einen beliebigen Parallelkreis h mit dem 
Mittelpnnkt K ans und bestimme auf AB die Spitze B eines Kegels, 
der die Flâche lângs h herühit ( Q' R ' tangiert den horizontalen 
Hauptmeridian in seinem Schnittpunkt mit K). Legt man nun 
von R s (auf A s B s ) die Tangenten an k g , und sind U s , V s ihre Be- 
rührungspunkte, so berühren sie zugleich den gesuckten Umrifî u s in 
diesen Punkten. Nach 42 hat man aber nickt nôtig k s zu zeichnen ; viel- 
mehr schlâgt man um À' einen Kreis k 0 mit dem Radius K' Q' , sucht 
zu dem Mittelpunkt */, von R s K s den affinen Punkt / 0 , beschreibt 
um J 0 einen Kreis mit dem Radius B 0 K S nnd bestimmt zu den Schnitt- 
punkten U Q , P 0 beider Kreise rückwârts die affinen Punkte U £) V s . 

Die hier auftretende Àffinitât ist fur aile Parallelkreise ganz 
gleichartig: k s und k 0 haben den vertikalen Durchmesser als Affinitâts- 
achse gemein, dem zu x s parallelen Durchmesser von k s entspricht 
der horizontale Durchmesser von k 0 (in der Figur ist zu a s der affine 
Kreis a Q , zu A s P s der affine Radius A s P 0 gezeichnet, J s M s \\ A s P s7 
M S J 0 || A s P 0 , J 0 I s || P Q P s usw.). Ist die Konstruktion fur einen anderen 
Parallelkreis n zu wiederholen und ist 8 die Spitze des liber ihm 
stehenden Berührungskegels, so hat man nur durch N s eine Parallèle 
zu K s J 0 und durch S s eine Parallèle zu R S J 0 zu ziehen, dann um 
ihren Schnittpunkt einen Kreis durch N s zu beschreiben und zuletzt 
seine Schnittpunkte mit n 0 noch durch Affinitât zu übertragen. Ins- 
besondere gehôren die UmriBpunkte auf den Ellipsen a s , b s , c s , d s 
den zur Richtung A s B s konjugierten Durchmessern an; ihre Rich- 
tung ist affin zu der Richtung, die auf J 0 K S senkrecht steht. 

In gleicher Weise wie die Punkte des Umrisses sind die P unk te 
der Lichtgrenze v s auf den einzelnen Parallelkreisen béstimmt, wo- 
bei l s — R a R* und l" = K S R V angenommen ist, so daB R^R* den 
Schatten der Rotationsachse auf die Ebene des Parallelkreises k 
darstellt Die Lichtgrenze v s berührt den Umrifi u s in zwei Punkten, 
in denen u s eine zu l s = R s R* parallèle Tangente besitzt. Die 
Parallelkreise, welche die Lichtgrenze berühren, findet man durch 
die nâmliche Überlegung wie in 33 die den UmriB oder die Licht- 
grenze berührenden Parallelkreise bestimmt werden. In den Punkten 
von v s , deren Tangenten zu l 3 parallel sind, beginnt der Schlag- 
schatten v *, den die Flâche auf sich selbst wirft. Zu seiner Kon- 
struktion ist der Schatten v* von v s auf die ^ 2 -Ebene, sowie der 
Schatten einzelner Parallelkreise auf diese Ebene nôtig. v s und u 
kann man vorteilhaft mittels des orthogonalen Grundrisses erhalten, 
indem man in der früher für die Rotationsflâcken gelehrten Méthode 
zuerst ihre Grundrisse sucht. 
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44. Anwendungsbeispiel. Freitragende Wendeltreppe. 
Gegeben ist der GrundriB und auBerdem die Hohe h der Treppen- 
stufen, deren zwôlf auf einen balben Umgang kommen (Fig. 37). 
Bei der Konstruktion der scbiefen Ansicbt sind die Achsen, die hier 
keine Bolle spielen, weggelassen; auch hier wird die Annahme ge- 
macht, daB die Normalen zur Bildebene vertikale Bilder von halber 
ratürlicher GrôBe besitzen. Die Bildebene lassen wir mit der Ebene 
des Durchschnitts znsammenfallen und stellen deri hinter der Bild- 
ebene liegenden Teil der Wendeltreppe dar; ihr GrundriB ist nach 
unten umgelegt. Zunâchst sind die Punkte von d und b' abgebildet, 
indem man von ihnen die Lote auf g fâllt, und diese um die Hâlfte 
verlangert. Die obéré vordere und hintere Kante der ersten Stufe 
liegen um die ïïôhe h über ihren Grundrissen (die nicht eingezeichnet 
sind); die Bilder ihrer Endpunkte auf der zylinderformigen Wand 
befinden sich senkrecht über den bzw. GrundriBbildern im Abstand h, 
die verlângerten Kanten treffen die Achse im Abstand h von O. 
Ebenso findet man die Bilder der Kanten aller übrigen Stufen, in- 
dem man die vertikalen Abstânde ihrer Endpunkte von den GrundriB- 
bildern und die ihrer Schnittpunkte mit der Achse gleich 2 h, 3 h . . . 
macht. Damit sind auch die vertikalen Kanten der Stufen bestimmt, 
wâhrend die Stufen nach innen und auBen von horizontalen Kreis- 
bogen begrenzt werden, deren Bilder zu den entsprechenden Bogen- 
stücken von a' s und b' s kongruent sind. Die untere Flâche der 
Wendeltreppe ist eine Schraubenflâche mit horizontalen Erzeugenden, 
deren innere Bandkurve b eine Schraubenlinie bildet. Sie ergibt sich 
als kongruente Kurve zur Schraubenlinie, welche die inneren End- 
punkte der vorderen unteren Stufenkanten verbindet, und ist gegen 
diese etwas nach unten, um die Strecke cl, verschoben. Den 
UmriB u s dieser Schraubenflâche erhalt man als Hüllkurve von 
einigen Erzeugenden, die aus den bez. vorderen unteren Stufen- 
kanten durch eine vertikale Verschiebung um die Strecke d her- 
vorgehen. 

Die Lichtrichtung ist durch die Wahl von l g und l' gégeben, 
L* ist das Bild des ersten Spurpunktes von l Die Lichtgrenze der 
zylinderformigen Wandflàche und der Schlagschatten ihres oberen 
Bandes a auf dieselbe ergibt sich in bekannter Weise aus dem 
GrundriB d und bedarf keiner weiteren Erlauterung. Den Schatten 
der einzelnen Stufen auf die darunter liegende findet man mittels 
der inneren vertikalen Stufenkante, deren Schatten parallel zu V 
wird; so gewinnt man den Schatten auf die dritte bis achte Stufe, 
soweit er von der darüber liegenden Stufe herrührt. Der Schatten a* 
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von a bricht sich an der secksten Stufe und endigt in K *; die hori- 
zontale Flâche dieser Stufe schneidet die Achse in E und hat die 
Gerade EF zur Bildspur (EK* || //). Der von a herrührende Schatten 
auf die sechste Stufe ist zu dem ketr. Bogenstück von a kongruent; 
die Schatten der Xante KF auf die sechste, siebente und achte 
Stufe sind zu IJ parallel. Die okerste Stufe wirft ekenfalls Schatten 
auf die unteren Stufen. Die Flâche der vierten Stufe hat die Bild- 
spur CE, in ihr sucht man die senkrecht unter J und li s liegenden 
Punkte, worauf sich sofort die Schatten J* und EL* ergeben; die 
Schatten von GH auf die vierte bis siebente Stufe folgen daraus 
unmittelbar, ebenso die Schatten von AB auf diese Stufen. Um 
sich zu überzeugen, daB nicht der obéré Teil der Schraubenlinie b 
ixn Lichte liegt und darum auf die Stufen Schatten wirft, ist der 
Schatten b* von b auf die vierte Stufe gezeichnet worden. Zu diesem 
Zweck sind einzelne Punkte von b auf die Flâche dieser Stufe ge- 
lotet und mit Hilfe der Lotpunkte ihre Schatten bestiinmt worden. 
Zieht man aber durch B* den Schatten B* A* (|| B A), so erkennt man, 
daB b* bereits innerhalb des Schattens der obersten Stufe zu liegen 
kommt. Daraus folgt zugleich, daB die die Wendeltreppe nach unten 
begrenzende Schraubenflâche im Schatten liegt. Die innere zylin- 
drische Leibung der Wendeltreppe empfângt ebenfalls noch Schatten 
von AB. Die Schatten der vorderen oberen Stufenkanten auf die 
zylindrische Wandflâche sind kleine Ellipsenbogen, deren Tangenten 
in den Endpunkten jener Kanten leicht zu finden sind. Zieht man 
nâmlich durch einen solchen Punkt, z. B. N , die Mantellinie n des 
Zylinders und in ihren Endpunkten die Tangenten an a' und a s , so 
stellen diese die Bilder der Spurlinien der lângs n berührenden 
Ebene in der unteren und oberen Grenzflâche des Zylinders dar; 
L* und K sind ebenso die Spurpunkte von l. Die Projektion von ï 
auf die genannte Tangentialebene verbindet also die FuBpunkte der 
von den Spurpunkten von l auf jene Tangenten gefâllten Lote; die 
Bilder dieser Lote sind parallel zu der Stufenkante durph iV. Zu 
der erwàhnten Projektion von l ist die Tangente an den Stufen- 
schatten in N s parallel. 

Wàre die Lichtgrenze der unteren Schraubenflâche zu bestimmen, 
so würde man am besten mittels der reduzierten Ganghôhe nach 
467 Bd. I die Konstruktion in dem orthogonalen GrundriB vornehmen 
und dann ihre auf den Grundrissen der einzelnen Mantellinien ge- 
fundenen Punkte senkrecht hinaufschneiden auf deren Bilder. 
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Das Verfahren der orthogonalen axonometrischen Projektion. 

45. Die darzustellende ràumlicbe Figur denken wir uns mit 
einem recbtwinkligen Koordinatensystem verbunden nnd anf seine 
drei Ebenen TTj, TT 2 , TT 3 durcb senkrecbte Projektion bezogen. Das 
Granze, die Baumügur mit dem Koordinatensystem , projizieren wir 
senkrecht auf die Bildebene TT, yon der wir annebmen, daB sie 
keiner Koordinatenebene parallel sei. Welcbes die zweckmâBigste 
Lage des Koordinatensystems gegen das Objekt ist, entscheidet sich 
nacb dessen geometrisehen Eigenscbaften. Man wird die Acbsen den 
wicbtigsten Linien des Objektes parallel legen und etwa yorbandene 
Symmetrieebenen als Koordinatenebenen benutzen 6 ). 

Bezüglicb der Bezeicbnungen mag für unser gegenwârtiges Ver- 
fahren folgendes yerabredet werden. Wir werden die Elemente der 
Originalfîgur und ibre axonometriscben Bilder mit den gleicben Bucb- 
staben benennen. Zur ünterscbeidung beider aber setzen wir die 
Symbole, die das Original betreffen, in Klammern. Es bedeuten also 
z. B. P, P', P ", P"' die Bilder eines Punktes und seiner drei 
senkrecbten Projektionen auf TT!, TT 2 , TT 3 ; der Originalpunkt beiBt 
dagegen (P). Ebenso sollen g, y ', g", g'" die Bilder einer Greraden 
und ibrer drei Bisse, dagegen (g) die Grerade selbst bezeicbnen, usw. 
Die yon Punkten des Originals nacb ibren Bildern fübrenden 
Strablen nennen wir wieder Sebstrablen. 

46. Yom Ursprung (O) seien auf den Koordinatenacbsen drei 
Strecken [OX), [01), (O Z) von der gleicben Lange lt abgetragen; sie 
bilden das Acbsenkreuz und um dessen Abbildung bandelt es sicb 
zuerst. Die genannten Strecken sind drei Kanten eines Würfels 
und erscbeinen im Bilde verkürzt mit den Lângen 

1= OX, m = O Y, n — O Z. 

Die Verbâltnisse 


beiBen die Verkürzungsverbâltnisse und stellen für jede in der 
betreffenden Acbsenricbtung gezogene Strecke das Verbaltnis der 
Bildlânge zur wabren Lange dar. Sind a, fi, y die Neig un gs- 
winkel der Koordinatenacbsen gegen die Bildebene, also aucb gegen 
ibre Projektionen, so bat man: 

X = co s a , g = cos fi, v = cos y. 
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Die Zahlen l, m, n lieiBen die Yerhâltniszahlen; nach 136 Bd. I 
erfüllen sie die Beziehung 

Z 2 -|- m 2 +w 2 = 2 à 2 , 

woraus für die Yerkürzungsverhâltnisse 

A 2 -f- ( tt 2 + v 1 — 2 

folgt. — Die Spurpunkte A, B, C der Koordinatenachsen in der 
Bildebene bestimmen das Spurendreieck ABC-, seine Seiten sind 
die Spurlinien der Koordinatenebenen; die Bilder der Acbsen ver- 
laufen durcb seine Ecken bzw. recbtwinklig zur gegenliberliegenden 
Seite nnd treffen sich im Bilde O des Ursprungs (O). 

47. Ist das Spurendreieck ABC gegeben (Fig. 38) und wird 
hinzugefügt, auf welcber Seite der Bildebene der Ursprung (O) liegen 
soll, so ist die Lage des Koordinatensystems gegen die 
Bildebene bestimmt. Der Scbnitt- 
punkt O der Hôhenlinien AA i: B B 
CC 1 des Dreiecks ABC ist das Bild 
des Ursprungs; scbneidet ferner CC X 
den über dem Durchmesser AB kon- 
struierten Kreis in O 0 , so 


ist O 0 eine 
Umlegung von (O) in die Bildebene 
um AB ( l_AO 0 B = -R ). Trifft die 
Parallèle zu AB durch O den -Kreis 


um 


C x durch 


0 Q in 0°, so ist O 0 O 



Fig. 38. 


der Abstand des Ursprungs von 
der Bildebene. Um das Acksen- 
kreuz abzubilden, trage man auf O 0 A, 

0 Q B, 0° C die Strecken O 0 X 0 , O 0 F 0 , 

0°Z° gleich A auf und projiziere 
sie senkrecht, bzw. parallel zu A B 
auf OA, O B, O C in die Bildstrecken 

O X, O Y, O Z. Statt jeder dieser Strecken kann auch eine ihr 
gleiche in entgegengesetzter Bichtung von O aus gezogen werden. — 
Die Seiten des Spurendreiecks ABC liegen in denjenigen Quadranten 
der Koordinatenebenen, welche den die Strecke ( O ) O enthaltenden Ok- 
tanten des Baumes begrenzen. Der Schnittpunkt O seiner Hôhenl ini en 
liegt daher im Inneren des Dreiecks, und seine Winkel sind spitz. 

Sind die Bichtungen OA, OB, OC der Achsenbilder ge- 
geben, so ist das Spurendreieck der Form nach bestimmt. Zu seiner voll- 
stândigen Bestimmung, mithin auch zur Bestimmung der Lage des Koor- 
dinatensystems gegen die Bildebene, kann die Angabe des senkrechten 
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Abstandes ( O ) O des Ursprungs von der Bildebene dienen. Aber anch 
ohne die letztere Angabe konnen die drei Verkiirznngsverbâltn.isse 
OX OY , OZ 

1 ~ (OX) ’ ^ ~~ (O Y) ’ v ” (OZ) 
nacb dem Vorigen konstruiert werden (vgl. anch 185 Bd. I). 

48. Sind andererseits die Yerbâltniszablen /, m, n nnd da- 
mit k, folglicb ancb die Yerkürznngsverhâltnisse l, p, v gegeben, 
so kann man darans die Abbildnng des Acbsenkrenzes kon- 
struieren; der Pnnkt O nnd die Bicbtung eines Acbsenbildes bleiben 
willkürlich. Die Konstruktion kann nach 1 36 Bd. I erfolgen. Man 
bestimmt namlich znerst k gemâB der Belation Z 2 + m 2 + n 3 = 2 k 2 , 

indem man ans l und m als Katbeten 
ein rechtwinkliges Dreieck mit der 
Hypoténuse p, ans p nnd n als Ka- 
thefcen ein zweites mit der Hypoté- 
nuse q, nnd mit letzterer nocb ein 
drittes gleicbschenklig-recbtwinkliges 
Dreieck bildet, dessen Katbeten die 
Lange k baben (Fig. 39). Die Wahl der 
Strecken 1 3 m, n nnterliegt, wegen der 
genannten Belation nnd weil jede ein- 
zelne von ihnen kleiner als k sein muB ; 
einer -Einscliranknng: das Qnadrat 
jeder einzelnen Strecke l, m, n 
muB kleiner sein als die Summe 
der Quadrate der beiden an- 
deren. — Man denke sich (O) in 
der Bildebene H gelegen nnd zeicbne 
die Strecke O Z (etwa vertikal) mit 
der vorgesckriebenen Lange n. Dnrcb 
OZ werde eine znr Bildebene senk- 
recbte Ebene E gelegt; sie enthalt 
(O Z). Ferner môgen die Strecken 
(OX) nnd (07) nm eine in O anf TT 
senkrechte Gerade in die Ebene E bereingedreht werden. Legt man 
dann E um OZ in TT nm, so erscbeinen die gedrebten Strecken (OX) 
nnd (07), sowie (OZ) in ibren wabren Lange A, namlicb als drei 
Badîen O Z, OM, O N eines Kreises, deren senkrecbte Projektionen anf 
den Durcbmesser OZ die Lângen OP=l, OQ = m, OZ=n baben. 
Projiziert man L nnd M parallel zu OZ auf den zn ON senkrecbten 
Durcbmesser in die Punkte E nnd S, so bilden diese nacb der Wieder- 
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aufrichtung yon E die senkrecliten Projektionen yon (X) und (X) auf E, 
Die gesuchten Bilder X und X müssen daher auf den Geraden liegen, die 
durck R und S senkreclit zu O Z gezogen sind, zugleick aber auf den 
Kreisen um O mit den Radien OP bzw. 0 Q. Hiernach sind sie kon- 
struierbar. Man bemerkt, daB die Àufgabe, aus gegebenen Verhâltnis- 
zahlen die Àbbildung des Àchsenkreuzes zu bestimmen, aucb nach An- 
nabme yon OZ mebrere Lôsungen zulaBt. Setzt man yoraus, daB die 
Winkel X O Y, Y O Z, ZOX sâmtlich stumpf seien, so existieren zwei 
zu OZ symmetrisch liegende Bilder des Àchsenkreuzes; jedem der- 
selben entsprechen zwei zu TT symmetrische Lagen des Achsen- 
kreuzes, aucb wenn der Ursprung in der Bildebene angenommen ist. 
Sodann kann jede Àchsenrichtung in die entgegengesetzte verwandelt 
werden, endlich kann das Achsenkreuz zu sich selbst parallel in der 
Richtung senkrecht zu TT verschoben werden, obne daB sich hierbei 
seine Abbildung oder die eines mit ihm yerbundenen Objektes andert. 

49. "Wird ein Gegenstand nach gegebenen MaBen gezeichnet, 
so empfiehlt es sich, MaBstâbe zu bilden, nach denen die Bild- 
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auf don drei Acbsen aufgetragenen Strecke k und zeicknet k, /, m, n 
als Parallelen zwischen den Schenkeln eines spitzen Winkels, etwa 
als AB, A x B x , A 2 B 2 , A 3 B 3 zwischen den Schenkeln des i_AOB. 
Trâgt man dann von A ans auf der Geraden AB die Teiie des Bild- 
maBstabes auf, so projizieren sich dieselben aus dem Zentrum O in 
die entspreckenden Teile der AcbsenmaBstâbe für x, y, z (Fig. 40). 

Ein anderes Verfahren zur Messung der Bildstrecken bedient 
sieb eines sogenannten SinusmaBstabes. Tragt man nâmlich an 
die Linie OA die Winkel AOB v AOB v A0B 3 an, deren Sinus 
B, Ci B., £7 2 Bff C s 

Am’ Am,’ OB s 

sicb wie l:m:n verhalten, so kann man die Bildlânge einer zur Achse 
(4 [y) oder (z) parallelen Strecke leicht bestimmen, indem man ihre 
Lange (im MaBstabe des Bildes) auf OB x , OB 2 oder OB s von O aus 
auftragt und von ihrem Endpunkt das Lot auf OA fâllt, welcb.es die 
gesuchte Bildlânge hat. Ist z. B. OP auf O B x die wabre Lange 
einer in der (x)-Richtung laufenden Strecke, so ist PQ ±_ O A die 
Lange ihres Bildes. Man bat nicht nôtig, PQ wirklicb zu zieben, 
sondern findet PQ als Radius des um P gelegfcen und OA in $ be- 
rübrenden Kreises durcb Probieren mit dem Handzirkel. 

50. Als Verbâltniszablen 1, m, n nimmt man gern ganze 
Zablen. Sind sie aile einander gleicb, so beiBt die Projektion iso- 
metriscb; sind zwei einander gleicb, aber von der dritten ver- 
scbieden, so beiBt die Projektion dimetriscb (aucb monodime- 
triscb); sind aber aile drei verscbieden, so bat man eine trime- 
triscbe (oder anisometriscbe) Projektion. Die trimetriscbe ist 
den beiden anderen Projektionsarten vorzuziehen, weil bei jenen ge- 
legentbcb gewisse Symmetrieebenen eines Objektes sich als gerade 
Linien projizieren, namlicb Halbierungsebenen der Winkel des Ko- 
ordinatensystems und zu ibnen parallèle Ebenen. Denkt man sicb 
eine Koordinatenacbse (z) vertikal, wie dies der gewôbnlicben Stellung 
der Objekte und des Bescbauers entspricbt, so ist es zweckmâBig 
die Ricbtung der Sehstrahlen so zu wâhlen, dafi die nacb oben, vorn 
bzw. recbts gekehrten Seiten der Koordinatenebenen TTu TT 2 , TT 3 
sicbtbar werden. Die Bildebene TT legt man senkrecbt zu den Seh- 
strahlen (am einfacbsten durcb den Ursprung (O)). Axonometriscbe 
Bilder, bei denen die s-Koordinaten (Hôben) und #-Koordinaten 
(Breiten) nur wenig, die ?/-Koordinaten (Tiefen) aber verhâltnismâBig 
stârker verkürzt sind, wirken am anscbaulichsten. 

Um die Wirkung der verscbiedenen Projektionsarten einiger- 
maBen beurteilen zu kônnen, sind in Fig. 41 Abbildungen eines 
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und desselben Würfels, bzw. eines und desselben regelmâfiigen Okta- 
ëders, dessen Achsen die Koordinatenachsen sind, zusammengestellt: 
a) in scbiefer Projektion, b) in isometrischer, c) in dimetnscber, 
d) in trimetrischer ortbogonaler Projektion. Der Anblick dieser E i- 
guren lehrt bereits, daB die trime triscbe orthogonale Projektion d) und 
demnâchst die schiefe Projektion a) die anschaulichsten Bilder geben. 
Letztere ruft leichter den Eindruck der Yerzerrung hervor, weil 
wir nicht gewôhnt siud, die Bichtung unseres Blickes der schiefen 
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Projektion anzupassen. Den Grad der Yerzerrung erkennt man am 
Bilde einer Kugel, deren scheinbarer UmriB bei der orthogonalen 
Projektion kreisfôrmig, bei der schiefen dagegen elliptisch ausfallt. 

51. Im folgenden setzen wir überall die Abbildung des gleich- 
schenkligen Achsenkreuzes, bzw. das Spurendreick, als gegeben 
yoraus. 

Die Darstellung der Punkte, Geraden und Ebenen in 
axonometrischer Projektion vollzieht sich nach denselben Grund- 
sâtzen wie bei der schiefen Projektion (vgl. 11 — 14). 

Ein Punkt (P) wird durch sein Bild P und das Bild seiner 
senkrechten Projektion auf eine Koordinatenebene, z. B. P', dar- 
gestellt. Ebenso wird eine Géra de [g) durch ihr Bild g und das 
Bild g' ihres Grundrisses bestimmt. Zur Darstellung einer Ebene 
gehôrt die Angabe der Bilder zweier ihrer Spuren in den Koordi- 
natenebenen. Über die vereinigte Lage von Punkten, Geraden, 
Ebenen, über ihre Verbindungs- und Schnittelemente und 
den Parallelismus ist nichts Neues zu sagen. Die hierauf bezüg- 
lichen Aufgaben werden analog den früheren gelôst. Dagegen be- 
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dcirf die Bebandlung der Problème, die sich auf die re chtwinkligo 
Stellung von Geraden und Ebenen, auf die Bestimmnng von 
Winkeln und Abstanden und der wakren Gestalt ebener 
Figuren beziehen, nocb einer kurzen Erôrterung. 

52. Zuerst ist die Aufgabe zu Ibsen: in einer Koordinaten- 
ebene aus einem gegebenen Punkte (P) auf eine gegebene 
Gerade [g) das Lot (l) zu fallen (Fig. 42). Der Punkt (P) und 
die Gerade {g) sollen durch ihre Bilder gegeben sein; sie mogen 
beispielsweise in liegen. A, B, G , seien die Spurpunkte der 

Acbsen in der Biidebene 
(oder aucb. in einer zu 
ihr parallelen Ebene). 

1. Losung. Die 
Bildspur C 1) einer 
Ebene, die durch (z) 
normal zu (g) gelegt ist 
und (AB) in (1)) schnei- 
det, ist rechtwinklig 
zum Bilde g (67 Bd. I) 
und das BildOX* ihrer 
ersten Spur parallel zum 
Bilde des Lotes (/). Man 
findet l als die Parallèle 
zu 01) durch P. 

2. Losung. Die 
Bildspur JS F der ersten 
projizierenden Ebene 
(B F G) von (g) ist nor- 
mal zum Bilde des Lotes 
(l). Man findet l als 

die Normale zu B F durch P (g x AB = F, g X x — G, GF\\z, 
AG x GF = F). Statt der projizierenden Ebene (EFG) kann man 
jede zu ihr parallèle Ebene, z. B. die durch z, benutzen. 

B. Losung. Die Sehstrahlenebene durch ( 2 ) schneide (g) in [H), 
wobei II—gxz. Die Hôhenlinien des Dreiecks (G HO) in TT t 
schneiden sich in einem Punkte (J) und zwar ist G J _L 2 , HJ\\y\ 
l geht parallel zu O J durch P. Bei dieser Losung werden nur die 
Achsenbilder, aber kein Spurendreieck gebraucht. 

53. Um die wahre Lange einer Strecke (PQ) zu finden, 
die durch P Q und P' Q' gegeben ist (Fig. 43), ziehe man OM#Q'F, 
und MF#PQ, so liegt (M) in TT,, (N) auf (z), und es ist (MF)#(PQ). 



Fig. 42. 
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Das Spurendreieck ABC der durch M gelegten Bildebene TT in den 
Koordinatenebenen ist dadnrcli bestimmt, da6 seine SeitenJÜ?, BC,CA 
bzw. senkreckt zu z, x, y f 


liegen nnd die erste AB ^ ^ 

durch M geht, MO ist die \ 

Bildspur der Ebene (MNO)\ j \ N (\ x x 

wir legen letztere nm MC / ' \ 

in die Bildebene nm nnd d j \ \ \ \ 

erhalten die wahre Lange \ / \ \ ''''s 0 ' 

von (PQ) als Umlegung MJV° \ j \ J 

votlMÆ Die Umlegung O 0 \/ \ \l j 

yon O liegt anf der Senk- j\p \ \ ,Jÿü° 

rechten zu MC durch O / , \ \ ■ \ // 

und, da /_ (COM) = R ist, j /'p 

zugleich auf dem Kreise Tpj- 

über dem Durchmesser GM\ rj1T 

i\ :0 liegt auf CO° und JViV 0 

ist parallel zu 00°. — Statt 

dieses Verfahrens kann man p 

auch eine Parallelverschie- Fi g- 43 - 

bung des Koordi- % 

natensystems an- 

wenden. Man ziehe M 

PRM^P'QJ , so daB /i\ 

(B) auf (QQ’) liegt, \ \ 

und mâche [R) zum / J \ 

Ursprung und [BQ) / yp P \ 

zur z-Achse des ver- / / ! \ /’ \ 

schobenen Koordi- // i /’ \ \ 

natensystems. Die svX X \ . 

Umlegung von (PQ) '\ 

in die durch (P) ge- / !' o/p' 'SpX " " - z> ^ 

dachte neue Bild- &/ sp77\ _ j ZJJaT^a ^ 

ebene vollzieht man 7 P ~ 

genau ebenso wie ' \ 

vorhin. X. 

54. Das aus ^ 7 

einem Punkte(P) Fig. 44. 

auf eine Ebene E 

gefallte Lot (PQ) wird folgendermaBen dargestellt (Fig. 44). Sei 
ABC das Spurendreieck der Bildebene und (JD B P) das Spurendreieck 

JRohn u. Papperitz. H. 4. Atifl. 5 


mx 


Fig. 44. 
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der Ebene E, also PM = e v PF = e 2) MF = e S) so ist GE die Bild 
spur von E (£ = AP x PM, 11= PC x MF) nnd FQ liegt senkrechi 
zu GE Berner ist (F'Q') ± (<? x ), also P'Ç' nach 52 bestimmbar 
Scbneidet aber F'Q’ das Spurbild e 1 in J nnd y in K , nnd liegt 1 
anf , 3 so, daB KL\\z, so ist FL das Bild der Scbnittlinie von E 
mit der ersten projizierenden Ebene von FQ nnd entbàlt G. 

55. Die Umlegung einer Ebene E um ibre Bildspur in 
die Bildebene (Fig. 45). Das Spurendreieck [U MF) der Ebene E 


» 



bestmm* mii dem Spurendreieck ABC àer Bildebene die Spnrlinie 

I der gleichn amigen ^ 

normal 7 n ( \ A n ^ en ^âlt. Bie Bildspur CF der 

iSt 

Ziebt man BL\\FK so stellt / O TT JM “ le (•«) ans. 

Winkel dar; dif Undeglg “• tüTnTeV^i ***** 

daher auf einem nber dem DnXesser r ffv f 6>S)liegt 

nnd auf dem ans £ aS VeZ - h ' r konstruier ^ Halbkreise 
tt i in GE gefâllten Dote' GL® — t> ® îo+ aio 
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Hiernach kann die wahre Gestalt ebener Figuren bestimmt werden, 
demi das Bild einer solcben ebenen Figur ist affin zu ihrer Umlegung 
in die Bildebene; die Bildspur der betreffenden Eberie ist die Affini- 
tâtsackse, das Bild irgend eines ihrer Punkte und seine Umlegung 
bestimmen einen Afnnitâtsstrahl (|| L L°). 

56. Um den Winkel zweier Geraden zn bestimmen, stelle 
man ihre Parallelen ( g ) und (A) durck den Ursprung (G) dar (Fig. 46), 
bestimme mit Hilfe des 
Spurendreiecks ABC ihre 
Spurpunkte in der Bild- 
ebene G nnd H und lege 
um ihre Verbindungslinie 
e — GH den Ursprung und 
damit den gesnchten Win- 
kel (f = z_ GO H in die 
Bildebene um (-7= g' x AB, 

G — g xCJ\ K — h' x AB, 

H— h x CK). Die Linie e 
treffe die Seite B G des 
Spurendreiecks in L und 
ein liber dem Durckmesser 
B G geschlagener Halbkreis 
die (zu B C normale) Linie x 



in Ch 


so ist BO 0 die Um- 


Fig. 46. 

legung der Strecke (B O) um B C. Zieht man aber 00° normal zu 
e und macht BO° = BO 0 , so ist 0° der um e umgelegte Ursprung 
und folglich /LGO°H=cp der ge- 
suchte Winkel in wahrer Grofie. Man 
kann 0° auch dadurch finden, dafi 
man 00° ±e zieht und (O 0 — ) e) gleich 
der Hypoténuse eines Dreiecks mit 
den Katheten(0 -\ e) und O [O) macht. 

57. Wir wenden die axonome- 
trische Projektionsmethode zuerst auf 
die Zeichnung von Kristallformen 
des tesseralen Systems an. Die Kri- 
stalle dieses Systems besitzen ein 
gleichschenklig-rechtwinkliges Achsen- 
kreuz. Die Lage einer Kristallüàche 
denkt man si ch durch die Verkàltnisse der Abschnitte bestimmt, die 
sie auf den drei Achsen hervorbringt (indem man diese Abschnitte 

5* 



Fig. 47. 
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Yom Ursprung O ans miBt). Bei einem RhombendodekaBder z.B- 
(Fia 47) gelteu die VerMltnisse l:l:co, d. h. es schneidet jede 
Hache zwei Aclisen in gleicher Entfernung von O und die dritte 
Acbse im Unendlichen. lu den Koordinatenebenen laufen also die 
Spurlinien der (verlângerten) Seitenflâcben parallel zu den Acbsen (12), 
(84) (561 und in gleicher Entfernung von ibnen; sie schneiden sicb 
paarweise in den Ecken dreier Quadrate, nâmlich in (L), [M), [N) 
und den zu ihnen symmetrischen Punkten. Die Ecken, jedes solcben 
Quadrates liefern, mit den beiden Endpunkten der zu ihm senkrecbten 
Achse verbunden, je 8 der 24 Kanten des Rhombendodekaëders. Dieses 
kann daher mit groBer Leichtigkeit gezeichnet werden, sobald nur 
das Achsenkreuz abgebildet ist. Die gezogenen Kanten treffen sich 
zu dreien in 8 Ecken, wâbrend sie in den 6 Endpunkten der Acbsen 
zu vieren zusammenstoBen. 

Es mag noch ein Vierundzwanzigflach (Trapezoëder) dar- 
gestellt werden, dessen Seitenflâchen Acbsenabscbnitte machen, die 



Fig. 48. 


sicb wie 1:2:2 verbalten (Eig. 48). Sind X, X lf Y, Y x , Z, Z x die 
Bilder der Endpunkte des vollstândigen Aclisenkreuzes, so balbiere 
man die von O bis zu ibnen reicbenden Strecken. Je zwei auf 
einer Acbse liegende Halbierungspunkte sind mit den 4 Endpunkten 
der beiden anderen Acbsen zu verbinden; man erbalt so 24 Kanten 
des Trapezoëders. AuBer den 6 auf den Acbsen befindlicben Ecken 
bat man jetzt nocb 12 weitere als Scbnittpunkte je zweier Kanten; 
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es liegen nâmlich in jeder Koordinatenebene 4, die wieder je mit 
den beiden Endpnnkten der zu ihr senkrecbten Acbse zn verbinden 
sind. In den bisber aufgeführten 18 Ecken stoBen je 4 Kanten 
znsammen. Die zuletzt gezogenen 24 Kanten sehneiden sicb aber 
nocb zu dreien in 8 neuen Ecken. 

58. Darstellung einer Kugel in axonometrischer Pro- 
jektion mit Eigen- und Schlagschattengrenzen (Fig. 49). 
Die Kugel berühre die Koordinatenebene TT 1 im Ursprung (0); durcli 
ihr auf der z-Àchse befindliches Zentrum G werde die Bildebene ge- 
legt. Die Abbildung des Acksenkreuzes samt dem Spurendreieck 



ABC sei gegeben. Ist 0 O die Umlegung von (0) um A C, so bildet 
CO 0 einen in der Bildebene liegenden Kugelradius und der um C 
durch O 0 gescklagene Kreis u den (wahren und zugleich scheinbaren) 
UmriB der Kugel. — Bildet sich der Schatten von (C) auf TT X im 
Punkte C* ab, so sind damit fur den Licbtstrabl das Bild 1=00* 
und das GrundriBbild V = OC* gegeben; es sei nocb Z = Z X AB 
und L' — V x AB. Die Licbtgrenze ( v ) auf der Kugel ist der- 
jenige Hauptkreis, dessen Ebene normal zum Licbtstrabl steht; sein 
in der Bildebene liegender Durcbmesser DE ist daber senkrecbt 
zu l zu zieben. DE trifft T\ 1 in F auf AB: folgbcb stellt B*E* auf 
FC* den GrundriBscbatten von DE dar, wenn DE* und ,EE* parallel 
zu Z sind. Der zu DE senkrechte Durcbmesser {GH) von v liegt in 
der Sehstrahlebene durcb Z und zwar normal zu (Z); sein Bild GII 
und das seines GrundriBschattens liegen auf Z selbst. X) E und 
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OEM den die Acbsen der Ellipse »; B. JJ, und sind konju- 

rierte Durclimesser der Ellipse V d. i des Bildes der Scblag- 
scbattengrenze in TT r Um GE zn bestimmen, legt man die 
Sebstrablenebene durch GH) nm l = CL in die Bildebene nieder; 
bierbei kommt C* in die Lage C*°, wenn £„ C;° = (G i: H TT) und j_ l 
ist. Es bestebt aber die Proportion: 

(C,nn):(OHTI) = ^':Oi', 

denn L' ist die Bildspnr der Geraden (/') = ( O CJ. Nun findet man 
m -j TT) als die Katbete OQ des rechtwinkligen Dreiecks OPQ mit 
der Hvpotenuse PQ{ = PG 0 )\ bierauf zeicbnet man OR = OQ und C. { , C _ y , 
beide" senkrecbt zu l, nnd findet 6;° auf ER. Jetzt ist 1° = CC* 
der umgelegte Licbtstrabl und CG°(_L/ 0 ) der umgelegte Radius (CG); 
zugleicb ist C* L die umgelegte erste Spur der Ebene und G* der 
umgelegte erste Spurpunkt des Licbtstrabls durcb G{G°G^\\F). 
Projiziert man jetzt G 0 und G* senkrecbt auf l, so ergeben sicb 
die gesucbten Punkte G und G* und daraus H und E * . Scbliefilicb 
sind die Ellipsen v und u* in bekannter Weise zu zeicbnen. 

59. Acbsenbild Oxyz und Spurendreieck ABC seien wiederum 
gegeben. Auf der GrundriJBebene TJ 1 rubt ein gerader Kreis- 
zylinder {£; er berübrt J] 1 langs der Mantellinie [OF], die mit der 
x-Acbse zusammenfâllt; die eine seiner beiden ebenen Endflâcben 
liegt in TT 3 , die andere dazu parallel. Neben dem Zylinder stebt 
auf der Seite des Bescbauers ein gerader Kreiskegel sein 
Grundkreis in ITj ist ( k ), (K) dessen Zentrum, und {S) die Kegel- 
spitze. Zylinder und Kegel, sowie die Grenzen ibrer Eigen- 
und Scblagscbatten sollen dargestellt werden (Fig. 50). 

Es werde zuerst die Ebene TT 3 um ibre Spur B C in die Bild- 
ebene umgelegt. O 0 sei die Umlegung des ürsprungs (O 0 auf der 
Yerlângerung Ton x, /_ B 0 Q C — R). Das Zentrum M 0 des mit TT 3 um- 
gelegten Endkreises m Q Ton G liegt auf der umgelegten z-A.cbse O 0 C; 
A 0 O 0 und P Q Q 0 seien recbtwinklige Durcbmesser. Das Bild des ge- 
nannten Endkreises ist eine zum umgelegten Kreise affine Ellipse; 
B G ist die Affinitâtsacbse, O 0 und O sind affine Punkte und die 
. Affinitâtsstrablen laufen parallel zu x(J_ BC)\ somit ist die groBe 
Acbse der Ellipse parallel zu B G und gleicb dem Kreisdurcbmesser. 
Den genannten recbtwinkligen Durcbmessern des Kreises entsprecben 
konjugierte Durcbmesser der Ellipse, nâmlicb N O auf z und P Q || y. 
Durcb M 0 zieben wir a — MB, als Bild der Zylinderacbse parallel 
zu x. Zu x parallel laufen aucb die UmriBmantellinien des Zylinders, 
die in ibrer Yerlângerung m 0 berübren. Der andere Endkreis wird 
als eine zur Yorigen kongruente Ellipse abgebildet; D ist ibr Mittel- 
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punkt; JïFt^PO und G B ;rj: P Q sind wieder konjugierte Durch- 
messer. Wir denken uns die Eichtung des Lichtstrahles durch die 
seines Bildes und seines GrundriBbildes, also durch l und V, gegeben 
und leiten daraus das Bild V” des Seitenrisses ab. G-eht V" durch 
J l, l Q "’ durch M 0 und treffen sich b eide auf B C, so ist l”' der um- 
gelegte Seitenrifî eines Lichtstrahles, der die Zylinderachse schneidet. 
Die zu V” parallelen Tangenten des Kreises (. NPOQ ) bilden die 



'K 

Fig. 50. 

dritten Spuren der beiden Lichtstrahlebenen, die den Zylinder- 
mantel berühren; ihre Berührungslinien bilden die Grenze seines 
Eigenschattens und ihre ersten Spuren die seines S chlagschattens 
auf TT r Die Bilder jener Mantellinien gehen verlangert durch die 
beiden Punkte von m 0 , deren Tangenten zu l'" parallel sind. Diese 
beiden Tangenten treffen y Q = B O 0 in zwei Punkten, die auch auf den 
verlângerten Schlagschattenlinien liegen. — Ist DD*\\ l und FJ) || V, 
ist ferner I)* F* = F J) ^ so ist F E* der Schatten von FF, wâhrend 
GE einen dazu parallelen und gleichlangen Schatten G* 11^ liefert. 
Der Schlagschatten des Endkreises besitzt alsdann die konjugierten 
Durchmesser FF* und G* H*. 
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Es werde zweitens die EbeneTTj m AB in TT umgelegt; (9° sei 
die Umlegung des Ursprungs ( 0 0 auf z, L. A0° B — R). Wir nehmen 
in der Umlegung den ersten Spurpunkt K° der Kegelachse und 
seinen Grundkreis k° an; ihre Bilder K und k sind dann hierzu 
afrin; A B ist die Affinitatsach.se, 0 0 und 0 affine Punkte. Die 
Ellipse k kann mit Hilfe ihrer Aelisen gezeicfinet werden, die par- 
allel bzw. senkrecht zu AB liegen. Senkreclit über ihrem Zentrum A' 
werde das BildÆ der Kegelspitze gewâlilt. Entsprechen sicli S° und 8 
durch die eben benutzte Àffinitât, so gilt das gleiche von den aus 
diesen Punkten an k° und k gelegten Tangentenpaaren ; letzteres 
bildet den scheinbaren Umrifi des Kegelmantels. Sind SS* und £S* 
parallel zu l bzw. I', so ist 3* das Bild des Grundrifischattens von S. 
Die Polare JB von S* in bezug auf k wird leicht mit Hilfe des 
affinen Kreises k° bestimmt. Die Geraden S J und S L stellen dann 
die Grenze des Eigenschattens auf dem Kegel, 3* J und S* B die 
Grenze seines Schlagscliattens auf TT-l dar. 

Der Kegel erzeugt Scblagschatten auf dem Zylinder. Die 
beiden Lichtebenen (SJ S*) und (S L S*) schneiden namlich den Zylin- 
dermantel in zwei Ellipsen. Der Scblagschatten wird von Stücken 
derselben begrenzt, die in dem gemeinsamen Punkte (B) auf (SS*) 
beginnen und auf der sichtbaren Eigenschattengrenze des Zylinders 
endigen. Die Bilder der GrundriBschatten der Mantellinien durch 
(B) (F)(G)(E) und der Achse (a) schneiden die Schatten JS* und K S* 
in Punkten, denen auf den Bildern der Mantellinien und der Achse 
selbst die Endpunkte je eines Paares konjugierter Durchmesser sowie 
der Mittelpunkte beider Bildellipsen entsprechen. Zwei dieser 
Durchmesser liegen in der Ebene durch (z), ihre Bilder sc hn eiden 
sich in U(T—x x K S *, TTJ\\z, U auf S S*); die beiden andern be- 
finden sich in einer Parallelebene zu TT 13 ihre Bilder sind daher 
parallel zu J S* und L S*. Der Punkt (R) gehôrt der Mantellinie an, 
deren Schattenbild auf TTj durch S* geht. Man ziehe also durch 
S* eine Parallèle zu x, durch ihren Schnittpunkt mit y eine Parallèle 
zu l , durch deren Schnittpunkt mit dem Ellipsenbogen N P wieder 
eine Parallèle zu x\ letztere trifft SS* in A. Legt man noch an den 
Bogen NB in dem eben genannten Schnittpunkt die Tangente t und 
durch t x y eine Parallèle zu x, so liefert sie auf S*J und SJ die 
Spurpunkte der beiden Tangenten, die in R das Bild des Kegel - 
schattens auf dem Zylinder beriihren. 
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Freie Perspektive. 

Perspektive Darstellung von Ebene, Gerade und Punki 

60. Zur perspektiven Darstellung oder Zentralprojektion eines 
raumlicben Gegenstancles bedarf man eines festen Punktes, des Aug- 
punktes, und einer festen Ebene, der Bildebene, deren Lage 
zum Gegenstand gegeben ist. Indem man yom Augpunkte nack 
allen Punkten des Objektes Strablen ziebt, erbalt man in ikren 
Scbnittpunkten mit der Bildebene die Bilder dieser Punkte; die 
Gesamtbeit dieser Bildpunkte macbt das Bild des Objektes aus. Es 
ist sofort ersicktlicb, dafi bierbei jedem Eaumpunkt ein bestimmter 
Bildpunkt zukommt, daB aber jeder Punkt der Bildebene nocb un- 
endlicli yielen Punkten des Eaumes als Bild zugebôrt, nâmliob allen 
Punkten des Strables, der den Punkt der Bildebene mit dem Aug- 
punkte yerbindet. Ein Eaumpunkt ist somit durch sein perspektiyes 
Bild nocb nicbt bestimmt. Wir werden weiterbin seben, wie seine 
raumlicbe Lage fisiert werden kann 7 ). 

Die Lage des Augpunktes oder des Zentrums der Perspektive 
gegen die Bildebene wird in der folgenden Weise bestimmt. Yom 
Augpunkte, der stets mit O bezeicbnet werden soll, falle 
man ein Lot auf die Bildebene; sein FuBpunkt A beiBt der 
Hauptpunkt, seine Lange OA die Distanz. Sind Hauptpunkt 
sowie GrôBe und Eicbtung der Distanz bekannt, so kennt man aucb 
die Lage des Augpunktes auf der einen oder anderen Seite der Bild- 
ebene. Um A als Mittelpunkt ziebt man einen Kreis, denDistanz- 
kreis d } dessen Eadius gleicb der Distanz ist. 

Die Lage des Objektes gegen die Bildebene ist für die Gestalt 
des Bildes von wesentlicber Bedeutung. Wird iVuge und Objekt 
festgebalten und nur die Lage der Bildebene geandert, so sind die 
betreffenden Bilder perspektive ebene Figuren (166 Bd.I). Yerscbiebt 
man die Bildebene parallel zu sicb selbst, so erleidet die in ibr 
liegende Bildfigur eine âbnli cb e Yer gr ô B e rung oderVer- 
kleinerung. 

61. Die Bildebene teilt den Eaum in zwei Teile, von denen 
der eine den Augpunkt entbalt. Yon diesem Teile wpllen wir sagen, 
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er liege vor der Bildebene, wabrend wir von dem anderen Tel 
sagen, daB er binter der Bildebene liege. Die Lage der Bild- 
ebene wird fast immer so gewâblt, daB das darzustellende Objekl 
binter ibr gelegen ist. Wir baben im ganzen dreierlei Raumpunkte 
zu unterscbeiden. Erstens: Pnnkte binter der Bildebene; ibre 
Bilder liegen zwiscben ibnen nnd dem Auge. Zweitens: Punkte 
vor der Bildebene, die ibr nâber liegen als das Auge; ibre 
Bilder liegen vom Augpunkt in der gleicben Ricbtung wie sie selbst, 
aber in grofierer Entfernung wie diese. Drittens: Punkte vor der 
Bildebene, deren Abstand von ibr groBer ist als die Distanz; 
ibre Bilder liegen vom Augpunkt aus in der entgegengesetzten Ricb- 
tung wie sie selbst, d. b. der Augpunkt trennt den Raumpunkt und 
sein Bild. In dem dritten Fall nennt man das Bild virtuell nacb 
einer gebrâucblicben Bezeicbnungsweise der Optik, da bier nicbt der 
Sehstrahl aus dem Auge nacb dem Raumpunkt, sondern seine Ver- 
lângerung rückwârts über das Auge binaus die Bildebene trifft. lu 
den beiden ersten Fâllen beiBt das Bild reell. Der Gegenstand, 
dessen Bild wir entwerfen wollen, muB natürlich eine derartige Lage 
zur Bildebene und zum Auge einnebmen, daB sein Bild reell 
wird. Trotzdem sind ôfters aucb virtuelle Bilder von Punkten, 
Geraden usw. zu konstruieren, die als Hilfselemente dienen; für 
die Konstruktion reeller und virtueller Bilder ergibt sicb kein 
TJnterscbied. 

Hinsicbtlicb der Bezeicbnung mag nocb vorausgescbickt werden, 
daB die Bilder eines Raumpunktes P, einer Raumgeraden g usw. 
durch Anbangen des Index c an die betreffenden Zeicben, also P, 
9c usw -> gekennzeicbnet werden sollen. Die Bildebene soll kurz durcb 
TT bezeicbnet werden. 

62. Darstellung einer Ebene. Eine Ebene E im Raume 
legen wir fest, indem wir einerseits ibre Scbnitt- oder Spurlinie e 
mit der Bildebene, andererseits ibre Stellung gegen diese angeben.. 
Das letztere geschiebt dadurcb, daB wir durcb das Auge O eine 
Parallelebene zu E legen und ibre Spurlinie zeicbnen (Fig. 51). 
Da jede Ebene durcb O die Bildebene und die Ebene E in Geraden 
scbneidet, von denen die eine das Bild der anderen ist, so ist jede 
Gerade in TT das Bild einer Geraden in E, und das Bild unserer 
Ebene überdeckt die ganze Bildebene. Speziell ist das Bild der 
unendlicb fernen Geraden von E, d. b. der Gesamtbeit ibrer un- 
endlicb fernen Punkte, da Oe^W E ist; beiBt die Flucbtlinie 
von. E (vgl. 157 160 Bd. I). Parallèle Ebenen besitzen die 
gleicbe Fluchtlinie. Die Spurlinie e und die Flucbtlinie^ liegen 
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Fig. 51. 


in der Bildebene TT nnd sind parallel; zu ibnen parallel ist auch die 
Yerscbwindungslinie e v der Ebene E, deren Bild unendlich fern liegt, so 
dafî O e v || TT ist. Die Geraden e und e v teilen E in drei Teile; der 
erste erstreckt sicb von e bis 
ins Unendlicbe und liegt bin- 
ter der Bildebene, sein Bild 
in TT ist der Parallelstreifen 
zwiscben e nnd e ^ . Den 
zweiten ïeil von E bildet der 
Streifen zwiscben e unde u vor 
der Bildebene, sein Bild in 
TT dehnt sicb von e bis ins 
Unendlicbe ans. Der dritte 
Teil von E liegt ebenfalls vor 
der Bildebene und erstreckt 
sicb von e v ins Unendlicbe, 
sein Bild ist virtnell und 
debnt sicb von bis ins Unendlicbe aus. In Fig. 51 sind P c , Q c , 
B c die Bilder von Punkten, die im ersten bzw. zweiten bzw. dritten 
Teile von E liegen. 

Fallt inan vom Hauptpunkt A. ein Lot AF auf e m , so ist OF 
eine Fallinie der Ebene Oe œ ( OF±e œ ), und es ist z_ A FO — e der 
Neigungswinkel der Ebene E gegen die Bildebene, da E|| Oe œ 
ist. Man zeicbnet den Winkel e durcb Umlegen des Dreieckes AF O 
um die Katbete AF in TT als A AFO 0 (AO 0 Jl AF, 0 0 auf d). Es ist 
sofort ersicbtlicb, dafi g — 45° ist, je nacbdem e œ den Distanzkreis d 
scbneidet, berübrt oder nicbt trifft. Gebt die Flucbtlinie einer 
Ebene durcb den Hauptpunkt A, so ist die Ebene zur Bild- 
ebene normal. 

Die zur Bildebene parallelen Ebenen kônnen in der angegebenen 
Weise nicbt bestimmt werden, sie besitzen weder erreicbbare Spur- nocb 
Flucbtlinien. Punkte und Linien in solcben Ebenen lassen sicb durcb 
Hilfsgeraden oder Hilfsebenen festlegen, wie wir weiterhin seben werden. 

Bei Ebenen durcb das Auge O fallen Spur- und Flucbtlinie 
zusammen; die ganze Ebene projiziert sicb als gerade Linie, 

63. Darstellung einer Geraden. Eine Gerade g legen wir 
im Baume fest, indem wir einerseits ibren Schnitt- oder Spur- 
punkt G mit der Bildebene, andererseits ibre Bicbtung angeben. Das 
letztere gescbiebt in der Weise, daB wir durcb das Auge O eine Par- 
allèle zu g legen und ibren Spurpunkt G ^ zeicbnen (Fig. 52). Jeder 
Strabl durcb O, der g in einem Punkte trifft, scbneidet TT in dem 
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zugehorigen Bild.pu.nkte. Speziell ist G œ das Bild des unendlich 
fernen Punktes von g , da OG œ \g ist; G œ heiBt der Flucbtpunkt 
von g. GG œ = g c ist das Bild von g (g c = O g X TT). Parallèle 

Geraden besitzen den glei- 
chen Fluchtpunkt. 

Wir betrachten auBer dem 
Spurpnnkt G nnd dem Flucht- 
punkt G œ der Bild geraden ’^ c noeh 
den Verschwindungspunkt G v anf 
g 5 dessen Bild ins Unendlicbe 
fâllt (O G v G œ G). Das Sttick 
der Geraden hinter derBildebene 
{mit dem Endpnnkt G) liât die Strecke G œ G znm Bilde. Die 
Strecke G G v bat ein Bild, das sicb von G ins Unendliche erstreckt. 

Der Teil von g, der über G v hinaus liegt, bat ein virtuelles 
Bild, namlicb das Stück von g v , das sicb von G œ ins Unendlicbe ziebt. 

Der N eigungs winkel von g gegen die Bildebene ist y — z_ AG œ O\ 
er ergibt sicb aus dem recbtwinkligen Dreiecke A. G x O 0 , dessen 
Katketen bekannt sind (O 0 A _L A G œ , O 0 auf d). J e nacbdem G œ 
auBerbalb, auf oder innerbalb d liegt, ist /=45°. Aile Normalen 
zur Bildebene baben den Hauptpunkt A zum Flucbtpunkt. 

Die zur Bildebene parallelen Geraden liefern Bilder, die zu ibnen 
selbst parallel sind; auf diesen Bildgeraden gibt es jedoch weder 
Spur- nocb Flucbtpunkt. Eine solcbe Gerade kann also nicbt in 
der vorber gescbilderten Weise festgelegt werden, vielmebr muB man 
entweder einen Punkt auf ibr oder eine Ebene durcb sie angeben. 
Bei Geraden durcb das Auge O fallen Spur- und Flucbtpunkt zu- 
sammen, sie projizieren sicb als Punkte. 

64. Liegt eine Gerade g in einer Ebene E, so liegen 
Spur-.Flucbt- und Verschwindungspunkt der Geraden be- 
züglich auf Spur- Flucbt- und Verschwindungslinie der 
Ebene ( G auf <?, G œ auf <? œ , G v auf e v ). Dies folgt unmittelbar aus 
der Définition der genannten Elemente. Natürlicb gebôrt aucb um- 
gekehrt eine Gerade einer Ebene an, wenn ibr Spur- und Flucbt- 
punkt bezüglicb auf der Spur- und ■ Fluchtlinie der Ebene liegen. 
Ist eine Gerade zu einer Ebene parallel, so liegt ibr Flucbt- 
punkt auf der Fluchtlinie der Ebene. 

65. Eine EbeneE soll in die Bildebene umgelegt werden 
(Fig. 53). Ist g eine Figur in E und ibr Bild, so bleibt nacb 
163 Bd. I die perspektive Beziebung zwiscben ibnen erbalten, wenn 
man g mit der Ebene E um die Spur e drebt. Legt man eine 
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Ebene E um ihre Spur e in die Bildebene um, wobei die in 
ihr liegende Fignr g in g 0 übergeben mag, so sind g 0 und 
g c perspektiv. Legt man gleicbzeitig das Ange O um ibre 
Fluchtlinie als O 0 in die Bild- 
ebene um, dann ist 0° das Zen- 
trum der perspektiviscben Be- 
ziebung zwiscben g 0 und g c . Der 
Beweis hierfür findet sich in 164 
Bd. I; dort wird auch gezeigt, daB 
der Àbstand yon e v ° und e gleicb 
dem Abstand yon 0° und e œ ist. 

Man kann das yorstebende Ré- 
sultat aucb in die folgende Form 
kleiden. Jeder Punkt derEbene E 
befindet sicb nacb seiner um 
die Spur e ausgeführten Umlegung in die Bildebene in ge- 
rader Linie mit seinem Bilde und dem um die Flucbtlinie e v 
umgelegten Auge. Jede Gerade der Ebene E ist nacb ibrer 
Umlegung um die Spur e parallel zu der Geraden, die ibren 
Flucbtpunkt mit dem um die Flucbtlinie e œ umgelegten 
Auge yerbindet. So ist g°\G œ O°, denn die Parallelen g und 
G œ O werden um die Parallelen e bzw. e œ gedrebt. 

Will man O um e œ umlegen, so falle man von O auf e œ das 
Lot OF œ {AF œ _L ej; das umgelegte Lot 0° F œ ist zu e w normal* 
seine wabre Lange ist die Hypoténuse eines recbtwinkligen Drei- 
eckes mit den Katbeten A F œ und A O, das in der Figur um die 
Katbete AF m umgelegt ist (F œ 0 Q = F œ 0 °). 

Die Fallinien der Ebene E baben Bilder mit dem Flucbt- 
punkte F œ ; denn sie steben auf e senkrecbt, fur ibren Flucbt- 
punkt F œ gilt also die Beziebung OF œ ±e œ . Die Hauptlinien 
von E besitzen Bilder, die zu e parallel sind; denn da sie e nicbt 
scbneiden, kônnen es aucb ibre Bilder nicbt tun. Sind f c und h c 
die Bilder einer Fall- und einer Hauptlinie und ist P c —f c x h e1 
so liegt P° = x h° mit P, und 0° in gerâder Linie (f° ±e, À°j|e, 

fc durc k K\\«)- 

66. Bestimmung der wabren Gestalt eines Dreieckes 
durcb Umlegen um die Spur seiner Ebene (Fig. 54). SeiP^P, 
das Bild des Dreieckes und seien e und e œ Spur- und Flucbtlinie 
der Ebene FQB, so bestimme man zunâcbst die Spur- und Fluebt- 
punkte der Dreiecksseiten. Es sind A, A bzw. B, B bzw. C, 0 
die Spur- und Fluchtpunkte von Q B bzw. BP bzw. PQ, wenn 




78 Prm Perspektiie. 


Q c iï c X e = A y Q C U C X = A w usw. ist. Legt man jetzt das Ange 
uni e m aïs 0° in die Biidebene uiu, daim gelit Q°E° durch A und 

ist zu 0°A CO parallel; eben- 
so gehen P°P° und P°Q U 
durch JJ und O und sind zu 
O* JB und 0°O œ parallel. 
Dainit ist die wahre Gestalt 
P°Q°E° uuseres Dreieckes 
gefundon ; seine Ecken liegen 
mit den Eclcen des Bild- 
dreieckes P c Q c E c auf drei 
Stralilen durch 0°. In der 
Figur ist auch die Ver- 
schwindungslinie e v nach e^ 0 
umgelegt worden mit Hilfe 
der Beziehung ( c —{<?) = 
(O 0 H <? os ). Dann schneidet 
J JÜ Ji 0 die Gerade e u ° in JB v n , 
und es ist das Bikl P E zu 

C C 

der Verbinduugslinie 0°JJ v ° 
parallel; ahnlich verhalt es 
sieh auch mit den beiden anderen Seiten des Dreieckes, 

67. Bestiminung der wahren Liinge einer Strecke, 
deren Bild gegeben ist. Es inogen das Bild g 0 = P e Q e , der 
Spurpunkt G und der Fluchtpunkt G m der Geraden g = PQ bekannt 
sein. "Wir legen durch PQ eine heliebige Ebene E, dann geht g 
durch G und durch G mi und wir erhalten die wahre Liinge 

von PQ, indem wir genau wie vorher die Ebene E um ihre Spur 
umlegen (Fig. 55), Hierbei bestimmt si ch 0° ganz wie früher, und 
es ist G^O 0 = G^O und ^“IIG^O 0 ; die Geraden 0°P 0 und 0°Q c 
schneiden auf g 0 die wahre Lange P°0° aus, 

Da die Richtung von e durch G beliebig ist , so lcann auch 
<3*0° (II* 0 ) jede beliebige Richtung annehmen; wir erhalten deshalb 
folgende Konstruktion der wahren Lange. Sind G und G œ Spur- 
und Fluchtpunkt einer Geraden g und ist PQ eine auf ihr 
liegende Strecke, deren Bild P C Q C bekannt ist, so ziehe man 
durch G m in beliebiger Bichtung die Strecke 0^0° = G w 0, 
sowie durch G die Parallèle g° } dann wird die w ahre Liinge 
P°Q 0 der Strecke PQ durch die Strahlen 0°P C und 0°Q o auf 
g 0 ausgeschnitten. G œ 0° findet sich als Hypoténuse des reeht- 
winkligen Dreieckes mit den Katheten G œ A und PO; aie ist gleich 
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der Bntfernung des Flucktpunktes G m vom Auge 0(A0 1 A 
A0 1 s = AO, 

Das hier ausgesprochene allgemeine Résultat findet hesonders 
in den folgeuden beiden Weisen seine Verwenduiig. Liegt die 
Geradey in derEbene E, so beatimme man auf e œ einen der 
Punkte 0 A oder Oa, für die G œ 0 A = G^ O a = G^ O — G K 0° 
ist; ans jedem dieser beiden Punkte projiziert sich eine 
jede Bildstreoke P C Q C y on g c in wabrer Lange aul' e. (P A Q a 
*=PQ*=P 9 Q°). Der Punkt O â bzw. 0 A beifît Teilungspunkt 
von g c , weil er dazu dienen kann, jede Bildstreoke auf g 0 so zu 
teilen, daô die wahreu Langen dieser Teile in einem vorgeschriebenen 
Yerhaltnisse stelien. 




68. Legt man zweitens durcb g eine Ebene senkreckt zur 
Bildebene, so ist G œ A ibre Elucbtlinie und g' (|| G m A durcli G) ibro 
Spurlinie; dabei ist g' die Ortkogonalprojektion Yon g auf die Bild- 
ebene (Fig. 56). Legt man jetzt das Auge um G^A nack O 0 um 
{0 Q A. A G w A, O 0 auf à) und die Grenade g um ibre Orthogonal- 
projektion g' nacb g Q [g 0 1[ Û () G œ) g Q durcb G), so projiziert sich jede 
Bildstreoke P a Q c yon g c aus O 0 in wahrer GrÔfîe auf g 0 . Projiziert 
man P c Q c aus A auf g', so erbalt man die Ortbogonalprojektion P'Q' 
von P Q\ denn die von P und Q auf die Bildebene gefiillten Lote 
kaben A zum Flucbtpunkte und ibre Spurpunkte P' und Q' liegen 
auf g. Die Strecken P'P 0 und stehen auf g senkrecbt und 
geben die Abst&nde der Punkte P und Q von der Bildebene TT an. 
Tragt man G w O a — G^ 0 0 auf G^A auf } so ist O a der Te il un g s- 
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punkt von g. Uinsiohtlicli der zu TT normal eu Ebene duroh y; P^q 
projiziert sich also aus 0,i in der wakren Lange P A Q A ( = P Q Q 

— P Q) auf g . 

69. Die hier gegebene Darstellung der Ebene und der Geradei 
und im AnschluB daran die des Punktes auf der Geraden oder h 
der Ebene kann dazu benutzt werden, eine Heike von Aufgaben z\ 
losen. Aus dem Bilde P c und der ortkogonalen Projeklion P' eine 
Punktes, wobei .P C P' durcli den Hauptpunkt A geheu mu B , ergib 
sich sein Abstand von der Bildebene durck die Relation PP' • Oj 

— P'P C \ P c A. Es folgt das unmittelbar aus Fig. 56 und wird noel 
einfacker durck Umlegeu von OPum seine ortkogonale Projektion ufl 
erkalten. Aus dem Bilde g 0 und der Projektion g' einer Goraden ergib 
sick ikr Spurpunkt G — g c X g und ihr Flucbtpunkt G œ — g c x 
wobei G^ A |[ g ist. Tst die Gerade g zur Bildebene parallel, so is 
g c || g \ ihr Abstand von der Bildebene ist gleicli dem Abstam 
irgend eines Punktes P auf ihr, der sick wie vorlier bestimm 
{P'P c durch A). 

Ein Punkt kann kiernack durck sein Bild und seine ortko 
gonale Projektion, oder durck sein Bild und seinen Abstan 
von der Bildebene gegeken werden, Ekenso kann eine Parallel 
zur Bildebene durck ikr Bild und ihren Abstand, oder dure 
ikr Bild uud ihre ortkogonale Projektion bostimmt werden, 

Aus Fig. 56 erkennt nnan weiter, daB sick der Abstand eine 
Punktes von der Bildebene zur Distanz auch wie die Abstând 
seines Bildes von Spur- und Flucbtpunkt einer durck ikn gelegte 
Geraden verbalt [PP’ : OA = GP 0 \ P 0 G W ), oder wie die Abstand 
seines Bildes von Spur- und Flucktlinie einer durck ikn gelegte 
Ebene. Ganz ebenso verbalt sich der Abstand einer zur Bildeben 
parallelen Geraden zur Distanz, wie dio Abstânde ikres Bildes vo 
Spur- und Flucbtlinie einer durck sie gelegten Ebene, 

70. Die Schnittlinie s zweier Ebenen B und f bat de 
Spurpunkt S- b x e und den Flucbtpunkt S w = x . D eu S clin iti 
punkt S 'einer Geraden g und einer Ebene E wird erhaltei 
indeiu man durck g eine beliebige Hilfsobene A legt, also ihre Spui 
linie d durch G und ihre Flucbtlinie d uj (|| d) durck G ^ zieht und di 
Gerade i = E X A mit g sebneidet [J => « x d, = p. x d , S = g Xi 
Ist g parallel zur Bildebene, so kann man eine zur Bildebene noi 
male Hilfsebene durck sie legen; ihre Spurlinie ist g ’ (|| g e ) und iiii 
g e parallèle Flucbtlinie geht durch //. Die einfaclien, Figure 
zu diesen Aufgaben sind weggelassen, da die gleiclien Konstrul 
tionen in den weiteren Aufgaben wiederkebren. 
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71. Durch einen Punkt P zu der Geraden h eine Pa- 
rallèle l zu zielien. P liege auf einer Geraden also P c auf 
G G œ , dann ist Jb m - ( 0 - P c und L G || Z w ; denn Z 6? und 

Z œ 6^ bilden Spur- und Flucktlinie der Ebene l g (Fig. 5Î). Hieraus 
ergeben sicb aueb Spur- und Fluchtlinie der Ebene kP, die aueb 
die Parallèle l entkâlt, erstere ist KL } letztere ist hierzu parallel 
und geht durch K , Der Distanzkreis ist hier und weiterkin, wo 
er nicht gebraucht wird, weggelassen, 

Durch einen Punkt P zu der Ebene E eine Parallel- 
ebene A zu legen. P mag durch sein Bild P 0 und seine ortho- 




gonale Projektion P' gogeben sein {P e P' durch A, Fig, 68). Ziekeu 
wir durch P irgend eine Gerade g parallel zu E {e/ c durch P d ), so 
liegt ihr Fluchtpunkt G m auf und ihr Spurpunkt G auf einer 
Parallelen zu A G* durch P\ Denn die Parallelen A G und P' G 

Ou 

bilden Flucht- und Spurlinie einer Ebene durch die Geraden PP' 
und g. Die gesuchte Ebene À enthklt die Gerade g, besitzt also 
die Fluchtlinie = e œ und eine dazu parallèle Spurlinie d durch G, 
72. Durch einen Punkt P eine Gerade s zu legen, die 
zwei Gerade k und l trifft (Fig. 59). Der Punkt sei wieder durch 
sein Bild P s und seine Orthogonalprojektion P' gegeben (P 0 P' geht 
durch A). Wir legen durch P eine Parallèle d zu h, dann ist 
J) œ ~ X œ ihr Fluchtpunkt und d t = P c ihr Bild; ihr Spurpunkt 3) 

liegt auf einer Parallelen zu A durch P'. Denn PP' und d liegen 
in einer Ebene mit l) œ A als Flucht- und J) P' als Spurlinie. Ebenso 
zieben wir durch P eine Parallèle e zu ?, dann ist L V) ~ ihr 
Fluchtpunkt, e e = P œ P o ihr Bild und M = e e X P' P(|| Z w A) ihr Spur- 
punkt. Die gesuchte Gerade s ersekeint nun als Schnitt der Ebenen 

UOHJî U, PAPPERITZ. II. 4. Allfl. 8 
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kd und le, also ist ikr Spurpunkt « DK X B h, wakrend ilir Flucki 
punkt S œ auf den Geraden K tD &a(H KD) und L œ (|| LE) liegfc, 
Soll man eine Gerade s zeicknen, die zwei Gerade k und 
trifft und zu einer dritten, etwa g, parallel ist, so fâllt 8 m mit G 
zusammen un cl S ist der Scknittpunkt der Geraden 7T$(|[ G^) un 

Von einer Geraden s = QR seien Spur- und Fluckt 
punkt z u fin den (Fig. 60). Die Punkte Q, R môgen zwei Gc 



auf den Bildgeraden k c und l c gegeben. Wir suchen nack 71 di 
Spur- und Flucktlinien der Ebenen h JR und l Q, indem wir durch j 
eine zu h parallèle Gerade m (M m = K œ , ML || M m Z m ) und durch ( 
eine zu l parallèle Geraden legen(jV w = L œ> NK\\A r ^ K m ). Die Spui 
linien von kJR und l Q sind AM und L j\ r , ibre Flucktlinien gehe 
durch bzw. L n ; erstere schneiden sich im Spurpunkt S, letzter 
im Fluchtpunkt S n der gesucbten Geraden s. Da wir s B » 1 

kennen, genügt es, Spur- und Fluchtlinie von einer der beiden Ebene 
kli bzw. IQ zu konstruieren. 

73. In einer Ebene E durch einen gegebenen Punkt. 
die beiden Geraden mit dem TSfoigungswinkel y gegen di 
Bild ebene zu zeicknen (Fig. 61). Die Fluclitpunkte aller Ge 
raden mit der Nejgung y gegen die Bildebene TT liegen auf einer 
Kreise c mit dem Hittelpunkte A, Der Radius dieses Kreises is 
die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, in dem die Distan 
die zweite Kathete und y den dieser gegenüberliegenden Winkc 
bild et. Die Schnittpunkte und K œ von c und c cn sind die Fluchi 
punkte der gesuchten Geraden i und k, ibre Spurpunkte J und j 
liegen auf und ihre Bilder J J m und KK m gehen durch P v , 

Den Winkel fi zweier Geraden k und l zu finden (Fig. 62 
Da OK^ U k und OL w || l ist, so ist fi *= L A ^ O L^ \ die wahre Grôô 


ffi'eie Perspective. 


83 


dieses Winkels ergibt sich aber duroh Umlegen des Auges O uni 
die Gerade K m P œ in die Bildebene. Zu diesem Zweeke ziekfc inan 



Fig. 81 . 

A F w ±K œ Z ûa und A 0 Q | K w L w (0 0 auf cl) und tragt daim O 0 F„ = OF œ 
auf AF" als 0° F n auf, dann ist (i = i_ K œ 0 Q Z œ . 

74. In einem Punkte P einer JSbene E eine Normale n 
von gegebener L&nge zu errichten (Fig. 63). Ist die Flucht- 
linie von E und A 7 œ der 
Fluchtpunkt von n, so 
folgt aus n X E» daô 
aucli OiVk X O e ist. 

Die Bbene Oe m bat in 
der Bildebene die Spur- 
linie fi w und die ortho- 
gonale Projektion der 
GeradenOA^ ist^i\ r , 
desbalb ist auck A iV œ 
_L«» (67 Bd. I). Der 
Fluchtpunkt A 7 œ der gesuchten Normalen liegt also auf der Ver- 
lângerung des vom ÏÏauptpunkt A auf die Flucbtlinie der gegebenen 
Bbene gefallten Lotes A F w , Àuf dieser Geraden bestimint sich 
duroh die Beziehung OJS T m JL OF^\ zur Konstrulction lege man das 
Auge um A F m in die Bildebene als O 0 um (A0 0 ± A F^, P Q auf cl) 
dann ziehe mau O 0 F œ normal zu O 0 F (ü . Hieraus folgt zugleioh die 
Relation AN w -AF"^{AOf. 

Das Bild der gesuchten Normalen ist n c =* I J af ihr.Sppr- 
punkt F ergibt sich folgendermaôen. Jede durch P verlaufende 

G* 
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Gerade der Ebene E bestinmit mit n eine Ebene, auf deren Spur, 
Unie F liegt. Man wahle etwa die Falllinie duroli P, deren Flucht- 
punkt F m ist und deren Bild durch P c gekt; dann liegt die Nor- 
male n in der Ebene mit der Fluchtlinie F œ F m und einer dazi 
parallelen Spurlinie durch F und ihr Spurpunkt F auf dieser Spur 
linie (APj| F æ F m J. e a ). Jetât ist nocli auf n o ein Punkt Q c zi 
finden, so daB PQ eine yorgescbriebene Lange besitzt. Man erreicbi 
dieses durch Umlegen der Geraden n uni ikre orthogonale Projektior 
n — N F und erhalt so n 0 [| O 0 F^ durch N und auf n 0 den Punkt 
P 0 -» 0 X O 0 P c . Tragt man auf n Q die Strecke P Q Ç 0 gleich de) 
gegebenen Strecke PQ auf, so ist Q c — F Ci X O q Q 0 , 

Man kann auch den Teilungspunkt 0 A auf A r w F m benutzer 
(iV œ 0 A = jV œ O 0 ) und von ihm aus P 0 auf FF projizieren als P A 
macht man P A Qs gleich der gegebenen Strecke, dann geht Q A O t 
durch Nimmt man statt der Falllinie durch P eine beliebige 
Gerade g der Ebene E (also G G œ durch P , G auf e, G^ auf e œ ), sc 
wird A G | N w G t0 , und aus dem Teilungspunkte 0 A auf (F œ 0‘ 

— F œ O 0 ) projiziert sich P c Q c in wahrer GroBe auf F G als P A Q A 
Ist also P e und die Lange der Normalen belcannt, so findet sic! 
hiernach ihr Eudpunkt Q e . Es braucht kaum hervorgehoben zi 
werden, daB bei den genannten Konstruktionen sich zwei Lësunger 
ergeben, wenn nicht angegeben ist, auf welcher Seite der Ebene die 
Normale liegen soll. 

In einem Punkte P einer Geraden n die Normalebene E 
zu errichten (Fig. 68). Diese Aufgabe ist die Umkehrung dei 
vorigen, und es folgt aus der vorausgehenden Behandlung unmittelbai 
die Konstruktion von E. Man ziehe A und loge urn diese Gerade 
das Auge O nacli 0 Q uni, dann findet man auf jV" w A den Punkt P a 
durch die Beziehung P œ O 0 ± A œ O 0 , Die Fluchtlinie e m der ge* 
suchten Ebene steht in F m auf F œ A senkrecht, ihre Spurlinie e er 
gibt sich in folgender Weise. Ein beliebiger Punkt G œ auf e œ ist 
der Fluchtpunkt einer bestimmten Geraden g durch P f die offenbai 
auch der gesuchten Ebene angehort. Da auch g und n in eine) 
Ebene liegen, so gewinnt man G aus der Relation FGllF^G 
{G = F G X G m P ) und damit e ( || durch G. 

Eine Gerade n steht somit auf einer Ebene E senkreoht 
wenn das yom Hauptpunkte A auf die Fluchtlinie e w de) 
Ebene gefàllte Lot den Fluchtpunkt F^ der Geraden trâgi 
und das Produkt der Abstânde . des Hauptpunktes vo'i 
Fluchtpunkt und Fluchtlinie gleich dem Quadrat der Di- 
stan z ist. Dabei mufi A zwischen Fluchtpunkt und Fluchtlinie 
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liegen. Jede Gerade, deren Plucbtpunkt sicli auf e w befindet, ist 
zu n normal; jede Ebene, deren Fluchtlinie durch A r m geht, ist zu £ 
normal. 


75. Durch eine Gerade g eine Ebene B senkrecht zu 
einer gegebenen Ebene E zu legen (Fig. 64). Man bestimme 
wie vorher iV œ A±e ? , Y m A X e rr = , N n 0 Q ± 0 Q FJ, so ist 

iV œ die Fluchtlinie der gesuchten Ebeno und die durch G 

gezogene Parallèle b 

ilire Spurlinie. Die d, y/îl 

Scknittlinie s=BxE >^/\ '' '' s 

(s-bxe, s œ = b* / ' , 

X ej ist die ortho- Ajx/’ \ |\ 

goualeProjektionYon y[2 >' .fa 'il fa. à-» ! -Go° 

g auf E und P — s fa- \jj' \ J\ ' ^ T J .. 

X g der Schnittpunkt M, \ i/^r 

von <7 und E (A, - s e ' 

X < 7 C ). Pâlit man von ' s sS » ! “ 

einem Punkte P der \ i 

Geraden g auf E ein s '■far '"fa< 

Lot, s o liegt sein 

FuBpunkt Q auf s Fig. 64. 

(P e Q c durch AJ Qc 

auf S SJ. Durch Umlegen der Ebene B um ikre Spurlinie b gewinnt 
man einerseits den Winkel a ~ fa gE — fa g s und andererseits die 


wahre Lange des Lotes PQ. Ist 0 0 das um b K umgelegte Auge 
[0 Q A ± b œ , O 0 = O 0 ), so ist a ** fa G w 0 (i S m . Zugleich ist 

P°Q° die wahre Lange von PQ, wenn P°§°||0 0 iY co durch A 7 geht 
(A r = b x P C AJ und P°, Q° auf den Strahlen 0 Q P o> 0° Q a liegen. 
In der Figur sind auch g 0 und s° eingezeichnet (J || G œ 0°, s° || £^0°). 
Die wahre Lange von P Q erhalt man auch, wenn man die Strecke 
0 0 auf b w als A T m 0 A auftr&gt und die Bildstrecke P o Q c von 0 A 
auf b als P â Q d projiziert. 


76. Gegeben eine Ebene E und eine Gerade g\ man 
soll in E die beiden Geraden suchen, die mit g einen be- 
stimmten Winkel (3 einschliefien (Fig. 65). Sind e, e und G, 
G « bekannt, so bestimme man zunaclist wie vorher den Flucht- 


punkt iY œ der Normalen von E (iV w jV w A x e œ « F m , 

°o -L O ü FJ. Die Fluchtpunkte A œ und F œ der gesuchten Ge- 
raden h . und l mtissen erstens auf e m liegen und zweitens muB 
Z. O G m — l. L^O G ^ = (3 seim Betrachtet man aber das Dreikant 
mit den Kanten OK M , O G m und O M w , wo e M X G œ Af M ist, so 
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sind seine letzten beiden Kanten bekannt, wahrend man die erste 
Kante 0K œ durcli folgende tîberlegung erbalt. DieSeite M m 0 <? w des 

Dreikantes steht auf 



V r-. 


der Seito MjOK m senk- 
recht, denn G a M œ (|| E) 
gelit durch JV w ; auBer- 
dem kennt man zwei 
Kantenwinkel oder Sei- 
ten desselben (vergl, 
112 Bd. I), nâmlicb 
L. K, 0 <?„ = ? Ull<l L 
MOG„=i_Mœa a , 


wenn 0° das umAk G 

CO oo 


Fig. 65. 


umgelegte Auge ist 
{O a Aj.JNr ù O m1 N a O^ 
iV œ O 0 ), Hieraus ergibt 
sicli seine dritte Seite 

Y = t- J K 0K a» inde m 
man zu dem genannten 
Dreikant ein kongru- 
entes mit den Kanten 


y i'i 


' ii 



0° 0° G m und 0° K zeiobnet. 

Dazu trage man nacli 117 Bd. I 
an 0° G m den Winkel G w 0° E& 
— /9 an, w&hle U â in beliebigem 
Abstande von 0°, zieke E^E' 
J_ 0° G , dann ist E' auf 0 0 M 
die orthogonale Projektion vonfi 
und die Kanten 0° M { M und 0° H 
sehlieBen den gesucbten L_ y 
ein, so daB y => L. IP 0° E A ist 
{E A E‘ ± 0 0 H A 0 0 = 1I Â 0\ 

Legt man sohlieBlich nock 
das Auge um e M nack 0 1 um 
und zieht durch O x die beiden 


’> / Geraden, die mit 0 } den 

L y einschliefîen, so treffen 
sie e œ in den gesuchten Fluoht- 
M S' 66 - punkten und L^. Ist S t 

das Bild von S ~ g X E (70), so sind S c K ta und S 0 Z œ die Biider 
der verlangten Geraden, deren Spurpunkte dann auf e liegen. 
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77. Die gemeinsame Normale zwoier Geraden g und h 
zu finden (Fig. 66). Die Verbindungslinie G œ H æ der Flucktpimkte 
beider Greraden ist die Fluchtlinie ftlr aile Ebenen, die zu den beiden 
Geraden parallel laufen. Die gesuchte Géra de ist zu diesen Ebenen 
normal, ibr Fluchtpunlct iV œ wird desbalb nacli 74 ans der Flucht- 
linie G n II m gefunden (N m A J_ II œ > A X G ([} II „ = I\ ? > ( /! °? 
— AF^’ A A^). Die gemeinsame Normale n = PQ liegt einerseits 
mit g, andererseits mit h in einer Ebene, ibr Spnrpunkt N liegt also 
auf den Geraâen N G (|| iY G J und N II (|| }£ a \ NE Vj =n a 
scbneidet g c und h e in 

den Punkten P c und ^/\ 

Q c , Es soll nocli die 
wahre Lange des Ab- 
standes PQ, der beiden 
Geraden gezeiehnet 
werden. Nacb 67 
trage man O — 17 

iV œ 0° auf G w als 
O â auf, dann proji- 
ziert sicb P C Q C aus Oj 
auf A 7 G iu seiner 
wahren GroBe Pj Qj, 

78. Die Gera- 
den zu zeiobnen, 
die mit einer gege- 
benen Geraden g 

einen bestimmten y,V\ wfr 

Winkel a. und mit '' 

einer gegebenen .A*' 



Geraden h einen 
bestimmtenWinkel 


Pig. G7. 


fl einsehliefien (Fig. 67). Die Aufgabe wurde bereits in 103 Bd. X 
fiir orthogonale Projektion behandelt, hier soll nun die Konstruktion 
für Zentralprojektion durcbgefübrt werden. Ist l eine Gerade von 
der vorgeschriebenen Besckaffenheit, so gelten fiir die Fluclitpunkte 
der Geraden g, h, l die Beziekungen: L. G œ OTj œ = a und L. OL m 
= (3. Die beiden ïtotationskegel mit dem gemeinsamen Sclieitel O 
und den Acbsen O G m bzw. O II ^ , deren Mantellinien mit den zu- 
gehorigen Acbsen den Winlcel et bzw. /9 einsehliefien, schneiden sich 
in vier Geraden (99 Bd. I), die zu den gesuobten Geraden parallel 
laufen und unter denen sicb aucb die Gerade Oh^ befindet. Es kommt 


also ailes darauf an, die Scbnittlinien dieser Kegel zu konstruieren. 
Zu diesem Zwecke drehen wir die Kegelachsen O und O II k und 
mit iknen die Kogelflkcben selbst uni e = G m E ^ , bis das Auge O in 
die Bildebene nach 0° gelangt [0° A l_e, 0° A X ® — F, 0° F — O 0 1) 
0 A\\e, 0 Q auf d) } und bestimmen zunhcbst die gemeinsamen Ge- 
raden dieser gedrehten Kegelflâchen nacli 99 Bel I. Ist /_ EO°G m 
_ a so jst J) 0° eine in der Bildebene TT liegende Mantellinie des 
Kegels mit der Achse 0°G ai \ ebenso ist 0° C eine in TT liegende 
Mantellinie des Kegels mit der Aolise 0°// w , wenn A 00° =■> p 

ist. Um 0° als Mittelpunkt besebreiben wir eine Kùgel, die TT in c 
und die Mantellinien 0° 1) und 0°C in E, E x bzw. C, C 1 sebneiden 
mag. Diese Kiigelflilcke schneidet die Kegel in je zwei Kreisen, 
deren Bbenen zu 0° G rM bzw. 0° E œ normal sind; ilire senkrechten 
Projektionen werden von zwei zu 0° G œ normalen Geraden durch 
D und D 1 und von zwei zu 0° E œ normalen Geraden durch C und 
C l gebildet. Die beiden Kreise durch C bzw. E sebneiden sich in 
zwei Punkten J , und J 3 , deren gemeinsame orthogonale Projektion 
auf TT der Punkt /' ist {G J' A 0 0 H n , EJ' ±0° G J. Die Abstânde 
der Piinkte J x und / a von der Bildebene sind gleich A 0 J' } wenn 
/ 0 J' a 0°J' ist und / 0 auf c liegt. 0 °J 1 und 0°A sind zwei ge- 
meinsame Mantellinien der gedrehten Kegelflhchen ; aie besitzen noch 
zwei weitere 0° Aj und 0° A* 2 , deren gemeinsame orthogonale Pro- 
jektion 0° K f ist (CK' A 0°7/ œ , E i K' A 0° G J, auf die wir jedoch 
nicht weiter eingehen wollen. 

Wir legen jetzt durch e eine Ebene E, die zur Ebene Oc sym- 
metriscb liegt in bezug auf die Bildebene; sie wird die Straklen 
O a J x und 0° A in zwei Punkten L bzw. M sclmeiden. Fiihren wir 
nun um e eine der friikeren entgegengesetzte Drehung aus, so dafi 
0° wieder nach 0 gelangt, dann nelimen die beiden Kegel wieder ikre 
ursprüngliche Lage an, wahrend E mit der Bildebene zur Deckung 
kommt. Denmacb geken bei dieser neuen Drebung die Punkte L 
und M in zwei Punkte A œ und M œ der Bildebene tiber; 0 E m und 
0 M rj . sind zu zweien der gesuebten Geraden parallel, d. Il, und 
M m sind die Elucbtpunkte dieser Geraden. Um diese Punkte zn 
zeiebnen, benutzen wir TT als GrundriBebene und eine dazu senk 
rechte Ebene durch 0° AF als ÀufriBebene; dann liegt 0 in der Auf 
rifiebene, die wii' um 0°A so umlegen, daB 0 nacb 0 Q gelangt, Nun 
ist J ' die erste Projektion von J x und und es sind J x ” und J 2 ' 
ibre zweiten Projektionen (/' J" J" 3 " A 0°A, A" «7 a " = 2 /'A); zugleicl 
ist <? 3 = FO j die zweite Spur der Ebene E, wenn O a Oa oin Durch 
messer von d ist, denn es mufi a O à F0° = A 0°F0 Q sein. Hierauf 
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ergeben sieh L" — e 2 x 0° JJ und M" = f, X 0“ JJ und ihre ersten 
Projektionen V und"i)i' auf 0°J' {L" II || M* Al' X OU), sowie durch 
Drehung um e die Punkte L j: und {LJ' auf 0°A, LJ' F = L" P, 

Die Gerade l mit dem Fluchtpunkt L m , welcbe die gegebenen 
Geraden g und h trifft, besitzt einen Spurpunkt L, in clem sich die 
Spurlinien derEbenen gl und h l sohneiden {GL\\ L m , Il L\\HJLJ. 
lu gleicber Weise findet man M, den Spurpunkt von m, Die Ge- 
rade l trifft die gegebenen Geraden g und h in P und Q, die ^ e “ 
rade m trifft sie in R und S ; es existieren noch zwei weitere 
Geraden yon der verlangten Art, sie sind jedoch niclit in die Zeich- 
nuug eingetragen. 

Perspektive Darstellung von Korpern und Flâchen. 

79. Bei dieser Darstellung werden w ofters von der ortbo- 
gonalen Projektion dieser Gebilde auf gewisse Hilfsebenen Gebraucli 
macben und behandeln 
deshalb jetzt die Fr âge 
nacli dem Zusammen- 
hang der Darstellung 
von Punkten, Geraden 
und Ebenen in ortho- 
gonaler und Zentral- 
proj ektion. Dabeiwerden 
wir drei wesentlich ver- 
schiedene Falle unter- 
seheiden. 

Erstens: Die eine 
Projektionsebene TT 2 
fa lit mit der Bild- 
ebeneTT zusammen, die 
andere TTj i st zu ibr zu 
senkreckt (Fig. 68). Sei 
x die Scbnittlinie der Pro- 
jektionsebenen TT! und TT 2 , 

A der Hauptpunkt und d 
der Distanzkreis. Dann 
zieben wir durcb A = 0" 
die Flucbtlinie a M (]| .r) von 
TT!, legeu das Auge uni a w nach. 0 0 um und suohen 0', d. b. die in 
gleiebein Sinne um x umgelegte erste Projektion des Auges (AO 0 O'Xx } 
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0 Q 0' = {J H æ)). Sind nun e v e 2 die Spuren einer Ebene E, so ist 
e — e„ ihre Spur in der Bildebene und ihre Fluchtlinie e œ (||fi) geht 
durch den Fluckfcpunkt von e x (E^ auf a œ E^ 0 Q || e x ), Sind g, g " die 
Projektionen einer Geraden g , so fâllt ihr Spurpunkt G in der 
Bildebene mit G z zusammen, wâkrend ihr Fluchtpnnkt sich ans 
OGJ\g ergibt (A <? œ |j g", 0'Gj\\g'\\ O 0 Il, GJU G„ X x\ Ans den 
Projektionen P’ } P" eines Pnnktes P findet man sein Bild P e als 
Spurpunkt der Geraden OP in der Bildebene; man errichtet also irn 
Punkte O' P' x x auf x eine Normale, diese sckneidet AP" in P c , 

Das Bild g 0 einer Geraden g wurde soeben duroli Konstruktion 
ihres Spur- und Flucktpunktes gewonnen; es lliBt sieb indes. aucli 
leicbt der Scbnittpunkt G x des Bildes g c mit der Geraden x angeben. 
G x ist der Scbnittpunkt von x mit der Ebene O g, die Parallelen g 
und O (? œ treffen also TT 1 in zwei Punkten G x und Z7, deren Ver- 
bindungslinie x in G a scbneidet ( O ' Pj|^', AG^ X x — U", U U" J_ x), 
Diese Konstruktion ist besonders von Bedeutung, wenn die Bilder 
von einer Ànzahl paralleler Geraden gefunden werden sollen, deren 
Spurpunkte in TTj bekannt sind. Man hat dann zunâcbst und U 
zu sucken, darauf projiziert man die ersten Spurpunkte der einzelnen 
Geraden aus dem Punkte U auf x und verbindet diese Projektionen 
mit G^y so sind diese Linien die gesuohten Bildgeraden. 

SO. Zweitens: Die Ebene TT 2 schliefît mit der Bild- 
ebene einen Winkel a ein, die Ebene TT; steht auf TT 2 und 
der Bildebene senkrecbt (Fig. 69). Es sei x wiederum die Sehnitt- 
linie der Projektionsebenen, ferner seien a und a m (|| a durch A) 
Spur- und Fluchtlinie von TT lf b (la) und (||£) Spur- und Flucht- 
linie von TT 3 . Dann lege man TT 2 um b und gleichzeitig das Auge 
um b m nach 0° um; dabei mbgen die umgelegten Punkte und Ge- 
raden von TT 3 ebenso wie die Punkte und Geraden in TT a selbst be- 
zeichnet werden; eine Verwechselung wird sich bei der Darlegung 
leicht vermeiden lassen. Ferner lege man n x um a und gleichzeitig 
das Auge um a œ nach 0 O um; aucb hier sollen die umgelegten 
Punkte und Geraden in TTj die gleiche Bezeichnung wie die Punkte 
und Geraden in TT X selbst erhalten. In der Figur erscheint die 
:r-Ackse zweimal, nâmlich um a umgelegt als x [| O 0 und um b 
umgelegt als x J_ b, Nun zeichnet man noch O' und O" die eben- 
falls mit TTi und TT a iu die Bildebene umgelegt sind (O' A J _a, O 0 O' 
= (A H a) } B A B m ± b, B m 0 Q || B 0 0 " JL 0 Q 0 Q ", BO”~ B 0 Q ") } sowie 
den Fluchtpunkt F œ aller zu TT a normalen Geraden (0 0 Y œ A O 0 B m ). 

Sind P', P" die orthogonalen Projektionen eines Punktes P, so 
kann man ihre Bilder P' y PJ' in der früheren Weise konstruieren. 
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Natürlich sind die Projektionen P', P" so zu wahlen, daB die FuB- 
punkte der von ihnen auf die .r-Àcltso gefüllten Lote von a x h 
gleiebweit absteben, sicb also decken, wenn die beiden Geraden x 
durcb Drekung zur Deckung gebracbt werden. Man zielie dnrcb 
P" und 0° irgend zwei Parallelen, scbneide sie mit b bzw. b n in 
R und S, dann trifft die Verbindungslime RS die Gerade 0° P" 
in P e " ; ahnlicb ergibt sicb P/. Da sicli in P die in P' und P" 
auf TT-l und TT 2 erricbteten Normalen schneiden, so schneiden sicb 
in P c das von P' auf a geîâllte Lot und die Gerade P” Y oo . 



Fig. 69. 


Die Fonstruktion von P c aus P' und P" laflt sich nocb wesent- 
licb einfacber gestalten, okne vorber die Bilder dieser Projektionen 
zu zeicbnen. Die Gerade PP' ist zu TT : normal, ihr Bild steht in 
Q » a x O' P' auf a senkrecbt und tragt P c . Die Gerade PP" ist 
zu n 2 normal, ihr Bild liegt in der Ebene O P P". Dieae schneidet 
ïï 2 in O "P" und die Spurlinieô in Ü=six O" P"; demnach ist T m 11 
das Bild von PP" und geht ebenfalls durob P c . Die KonstrukSon 
von P o erfordert also nur das Ziehen der vier Geraden O' P', O" P”, 
Q> p c ( Jl a) und Y a P; dabei kann an Stelle der Geraden O" P" in TT 2 
die'in die Bildebene umgelegte Gerade O" P" treten, da es nur auf 
ihren. Scbnittpunkt R mit b ankommt. 
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Es kann vorkommen, daB Y œ auf b oder in der Nühe y 
liégt, dann wird die Gerade Y œ R — das Bild von F F" — ung ( 
und man benntzt besser ihren Scbnittpunkt S mit b œ . S lie* 
der Ebene O P P", diese scbneidet die Ebene Ob m in einer zu C 
parallelen Geraden durch 0\ demnach ist 0°8 zu der umgek 
Geraden O" P" parallel. 

Sind g', g" die orthogonalen Projektionen einer Geraden s 
liegt sie'in den beiden Ebenen, die in g' bzw. g" auf TTj bzw 
senkrecht stehen. Ist J der Flucbtpunkt der Geraden g" i r 
(/auf b a , 0*J\\g "), so besitzt die erste der genannten Ebenen 
Flucbtlinie J Y œ und eine dazu parallèle Spurlinie durcli g" x b. 
ebenso K der Fluchtpunkt der Geraden//' in TT X [K auf a œ , O 0 K 
so geben Spur- und Flucbtlinie der zweiten Ebene durcb g' 
bzw. K und sind zu a normal. Die Spur- und Flucbtlinien bc 
Ebenen scbneiden sicb in dem Spurpunkt G bzw. Flucbtpunkt 
der gesucbten Geraden g. 

Kennt man von einer Ebene E die orthogonalen Spuren e 1 ur 
(ibre Schnittpunkte mit den bez. Geraden x baben den gleii 
Abstand von a x b), so gebt ibre Flucbtlinie durcb die Fb 
punkte L und M von «? 3 und e x (L auf b œ , 0°J\\e v M auf a œ , O 0 Æ 
und ibre Spurlinie e (|| e M ) durcb den Punkt IJ ~ <? 3 x b. 

81. Drittens: Beide Projektionsebenen TTj und TT 2 s 
gegen die Bildebene geneigt. Seien wiederum a , a m bzw. b 
Spur- und Flucbtlinien von TTj bzw. TT a , seien ferner X und 
Spur- und Flucbtpunkt der Schnittlinie x beider Ebenen, seien i 
licb Y œ bzw. Z œ die Flucbtpunkte der Normalen von TT 2 bzw. 
(Z m auf b œ , Y œ auf a œ ). Dann sucbe man zunaclist die Projektio 
O', O" des Auges und lege sie mit den Ebenen TTj und TT 2 in 
Bildebene um. Aus den Projektionen F', F" eines Punktes fil 
man jetzt sein Bild, indem man a mit O' F' und b mit 0' 
scbneidet und diese Punkte mit bzw. Y w verbindet; diese 
raden scbneiden sicb in dem gesucbten Bilde F e . Man erkennt 
Ricbtigkeit des Gesagten unmittelbar aus der voranstebenden Numi 

Die Flucbt- und Spurlinie einer Ebene E verbinden die Flui 
und Spurpunkte ibrer orthogonalen Spuren e x und e r Der Flu< 
punkt einer Geraden g erscbeint als Scbnittpunkt zweier Gérât 
von denen die eine den auf a œ liegenden Flucbtpunkt von^'mitF^, 
andere den -auf b m liegenden Flucbtpunkt von g," mit Y œ verbint 

82. Das scbiefe Prisma und sein Normalscbnitt (Fig. 
Sei E ( e , <? œ ) die Ebene des Grundpolygons PCF..., so legen 
das Auge um e œ nacb 0° um und nebmen das Polvgon in 
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Umlegung um e als B° C° D° . . . an; dann findet man nach 66 
sein Bild B c C c D c . . .{C° D° y. e = M, 0* M J\ C» 1)\ M œ auf 
MM œ — C e D c , 0° G 0 durch G c ). Ist nnn B J eine Prism entante und 
ist ihre orthogonale Projection B E anf die Grandet» ene E als B 0 H 0 , 
sowie die Hôhe J E des Prismas bekannt, so gewinnt man sein Bild 
nach 80. Man lege durch das Auge eine Ebene TT-! senkrecht zu e , 

o° 



Fig. 70. 


die also anch zn E normal ist und sie in einer Fallinie x schneidet; 
Spnr- nnd Flnchtlinie dieser Ebene bildet das von A anf e gefallte 
Lot a = FF œ . Diese Ebene legen wir nm die Linie a in die Bild- 
ebene um (0 0 A\\e, O 0 A = Distanz, #|| O 0 F œ , x durch F), nnd snchen 
in ihr die orthogonale Projektion der Xante B F. Indem wir von 
B° und E° anf x° Lote fâllen nnd die Abstande ihrer FuBpnnkte 
von F auf x anftragen, erhalten wir B' und E' und darans F 
{FE'±_x, J'E' = F E). Die Xante k = JB erscheint als Schnitt 


M 
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zweier Ebenen, von denen die erstere in J S auf TT^ und die letztere 
in H B auf E senkrecht stebt. Spur- nnd Elnchtlinie jener Ebene 
sind zn a normal in den Punkten K' und K œ r (K' = J' B' X «, O q KJ\\ 
P B'). Spur- und Fluchtlinie dieser Ebene gehen durcb G und G m 
(G — E°JB° X e, 0°GJ\ E° -5°) und letztere entbàlt nocb den Flucbt- 
punkt jV œ aller zu E normalen Geraden. Damit ergeben sicb Spur- 
und Elucbtpunkt K und K œ der Xante k als Scbnitte der genannten 
Spur- und Fluebtlinien. Die Bilder aller parallelen Xanten des 
Prismas sind nacb K œ gericbtet; als Endpunkt yon k c findet sicb 
/ = B c K œ x E c N w . Nacb 80 liegen B c , E c und J a aucb auf Ge- 
raden, die auf a in den Scbnittpunkten mit O 0 B ' , O 0 E' und <9 0 /' 
senkrecbt steben. Die Bilder paralleler Seiten der Endpolygone. des 
Prismas scbneiden sicb auf e œ . 

Bestimmt man auf AK œ den Punkt U M gemàB der Relation: 
K œ A.A E œ — (. AO)\ so ist die in U œ auf AK M erricbtete Normale n m 
die Flucbtlinie aller zu den Prismenkanten senkrecbten Ebenen. 
Durcb die Wabl der Spur n (|| n œ ) wird eine bestimmte Normal- 
ebene N berausgegriffen, und es soll der in ibr liegende Normal- 
sebnitt gezeicbnet werden. Ziebt man durcb K und K œ , den Spur- 
und Flucbtpunkt der Xante BJ, irgend zwei Parallèle und scbneidet 
sie mit n bzw. n œ , so gebt die Yerbindungslinie dieser Punkte durcb 
das Bild P, der auf £ J liegenden Ecke des Normalscbnittes. "Wàre 
dagegen P c als Ecke eines Normalscbnittes gegeben, so würde sicb 
durcb Umkebrung der Xonstruktion die Spur n der Ebene des Normal- 
scbnittes ergeben. Um eine Seite des Normalscbnittes zu erbalteri, 
bat man eine Seitenflâcbe des Prismas mit N zu scbeiden. Die 
Grundlinie CE bat den Flucbtpunkt M œ , also ist M œ K œ die Flucbt- 
linie der Seitenflâcbe durcb CE und ibr Scbnittpunkt E œ mit 
der Flucbtpunkt einer Seite unseres Scbnittes. Der zugebôrige Spur- 
punkt L begt auf n, und es ist LM\\M œ IJ ; auf LE œ liegt das Bild 
der Seite QP. Die Geraden CE und QP treffen sicb in einem 
Punkte T von s = E X N, ibre Bilder geben also durcb den nâm- 
licben Punkt T e yon .? c . Die Sicbtbarkeit der Xanten des Prismas 
erkennt man sofort aus der gegenseitigen Lage yon O n , x und J'. 
Offenbar liegen Prisma und Auge zu verschiedenen Seiten der Ebene E. 

88. Der scbiefe Zylinder und sein Schnitt (Fig. 71). 
Gegeben sei eine Ebene E (e, ej r in ibr liege ein Xreis k als Basis- 
kurve des Zylinders; ferner sei der Flucbtpunkt seiner Mantel- 
linien und die scbneidende Ebene A (H, d œ ) bekannt. Man sucbe 
zunâcbst das Bild k c des Xreises k , indem man ibn um e nacb k° 
und dâs Auge um <? œ nacb 0° umlegt. Ein Durcbmësser yon k c 
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ist das Bild FF m der durcb den Mittelpunkt K gebenden F alllinie 
(K°F±. é), seine Endpunkte liegen mit denen des nmgelegten Durcb- 
messers anf Strablen durch 0°. Genauer erbàlt man diese End- 
punkte, wenn man den betreffenden Durcbmesser you k ° um F 
drebt, bis er sicb mit der Spnr e deckt; dann liegen seine End- 
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punkte mit denen des gesucbten Durcbmesser auf Strablen durcli 
0 À {F m O a = F^O A = F^ O 0 ). Der dem ersten Durcbmesser konjugierte 
Durcbmesser you k c ist zu e parallel und gebt durcb seinen Mittel- 
punkt Sucbt man den zugebôrigen Punkt J° und ziebt durcb ibn die 
zu e parallèle Kreissebne, so begrenzen die aus 0° nacb ibren End- 
punkten gezogen en Strablen den zu e parallelen Durcbmesser Yon A, . 

Fafît man die perspektive Bezeicbnung zwiscben h° und k c mit 
dem Zentrum 0°, der Acbse e und der Flucbtlinie ins Auge, so 
entspricbt dem Mittelpunkt J c von k c , als Pol der unendlicb fernen 
Geraden, der Pol /° der Verscbwindungslinie e v in bezug auf k°. 
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Da die Entfernung der Geraden e g Ton e gleich der des PunktesO 0 
von ist (164 Bd.I), so trage man auf K°F die Strecke F G = F w 0° 
auf, dann besitzen die Yon G an den Kreis k° gelegten Tangenten 
parallèle Bilder, die k c in den Endpnnkten des zn e parallelen Durch- 
messers berühren. 

Die Bilder der Mantellinien unseres Zylinders lanfen verlangert 
durcb M , sein scheinbarer UmriB wird also Yon den beiden aus 
an k c gelegten Tangenten gebildet. Sind ü c , V c ihre Berübrungspunkte 
mit k , so ist M der Bol von VV‘ die entsprechende Sebne (J 0 F» 
Yon k° ist also die Polare eines Punktes M°, der dem Punkte M n 
bei der perspektiven Beziebung Yon k c nnd k° entspricht 
dnreb 0°, M œ C durch F œ , CM 0 _ |_e). Man kann die Sache ancb 
folgendermaBen auffassen. Die aus dem Auge an den Zylinder ge- 
legten Tangentialebenen berühren ihn im wahren UmriB, sie schneiden 
sich in einer Parallelen zu den Mantellinien durch das Auge 0 . 
Diese trifffc die Ebene E in einem Punkte M, so daB die Tangenten 
von k in U und 7 sich in M schneiden. M œ ist das Bild von 
daher entsprechen sich M œ und der umgelegte Punkt HP in der 
perspektiven Beziehung zwischen k c und k°. Man zeichne deshalb 
HP, U° V° und dann die entsprechende Gerade U c F o . 

Dm das Bild der Schnittkurve c unseres Zylinders mit der 
Ebene A zu gewinnen, kann man die perspektive Beziehung zwischen 
c und k benutzen. JL ist das Zentrum und s (s = A X E) die 
Achse dieser Perspektive; dabei. entsprechen sich die Bilder je zweier 
Geraden von E und A, die in einer zu den Mantellinien parallelen 
Ebene liegen. Jede zu e und den Mantellinien parallèle Ebene be- 
sitzt die Eluchtlinie M œ W œ (|[ e), sie schneidet A in einer Geraden 
mit dem Fluchtpunkte W œ (auf d œ ) und E in einer Parallelen zu e. 
Bei der perspektiven Beziehung zwischen k c und <: c entsprechen also 
den Parallelen zu e die Geraden durch W r (speziell e œ und d œ ), folg- 
lich entspricht der unendlich fernen Geraden des ersten Systems eine 
Parallèle zu s e durch W œ . Âhnlich entspricht der unendlich fernen 
Geraden des zweiten Systems eine Parallèle x c zu s c durch X auf e, 
wenn S X — S = W AL ist. Dem Pol T von x, in bezug auf k 
entspricht hiernach der Mittelpunkt von c, Man suche also ar°(0®XJ 
und seinen Pol Y 0 in bezug auf k 0 und ziehe durch Y 0 zwei konjugierte 
JPolaren. Dann zeichne man ihre Bilder — es sind konjugierte Po- 
laren von k c — diesen entsprechen zwei konjugierte Durchmesser von c c . 

In der Zeichnung geht die Konstruktion von einem dem KreiseP 
umschriebenen Quadrate aus, dessen Seiten zu e parallel bzw. normal 
sind, dessen Diagonalen also mit e einen Winkel von 45 0 einschlieBen. 
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Die Bilder der Diagonalen (Fluchtpunkte 0 & bzw. O â ) und der 
Quadratseiten, sowie ihrer Berührungspunkte sind gezeichnet, daraus 
ergibt sich k c . Das Quadrat ist die Grnndflâcbe eines Prismas, 
dessen Seiten den Zylinder lângs je einer Mantellinie berühren. Das 
Prisma wird von A in einem Viereck geschnitten, dessen Bild der 
Ellipse c, nmgeschrieben ist. Der Fluehtpunkt zweier Quadratseiten 
ist F m , folglich ist — d œ x Æf x F œ der Flucbtpnnkt der ent- 
sprecbenden Seiten des Vierecks; die anderen Quadratseiten sind 
zu e parallel, folglich haben die zugehôrigen Yiereckseiten den 
Fluehtpunkt TF œ . Überhaupt liegen die Fluchtpunkte entsprechender 
Geraden in A und E auf <r/ ra und so, daB ihre Verbindungslinie 
durch geht, ihre Spurpunkte auf d und e liegen auf einer 
Parallelen hierzu. Hierdurch bestimmen sich Seiten, Diagonalen 
und Berührungssehnen des der Ellipse c e umschriebenen Vierecks. 
Die Umrifîlinien berühren c c in li a und T c , und es schneiden sich 
jR c T c und U e F c auf s a \ in der Figur ist noch der Schnittpunkt von 
.7î c T c mit einer Viereckseite gezeichnet. 

Die Ellipse c e lâBt sich aus diesem umgeschriebenen Viereck 
einfach zeichnen, da sich nach 256 Bd. I die Diagonalen und die 
Verbindungslinien der Berührungspunkte der Gegenseiten eines jeden 
umschriebenen Vierecks in einem Punkte schneiden. Nimmt man also 
drei feste Tangenten der Kurve und verbindet die Berührungspunkte 
zweier, so bildet jeder Punkt der Verbindungslinie den Diagonal- 
schnittpunkt eines umgeschriebenen Vierecks, von dem drei Seiten 
auf den festen Tangenten liegen. Man erhalt so beliebig viele Tan- 
genten mit ihren Berührungspunkten. 

Wir wollen nun noch die Lichtgrenze auf dem Zylinder 
fur einen beliebigen leuchtenden Punkt L konstruieren. L sei 
durch sein Bild Z c und seine orthogonale Projektion L' gegeben. 
Die Tangentialebenen durch L an den Zylinder berühren ihn in den 
Mantellinien der Lichtgrenze und haben die durch den leuchtenden 
Punkt gehende Parallèle zu den Mantellinien gemein. Letztere 
schneidet die Basisebene E in einem Punkte ZŒ — e x M J, 
N L'\\M œ A, N auf e , Z c = M œ L c x N JF œ ); die von ihm an den Kreis k 
gelegten Tangenten berühren denselben in zwei Punkten P und Q 
der Lichtgrenze. Man suche zuerst Z° und seine Polare P° Q° in 
bezug auf k° und daraus P C Q C ; die Mantellinien der Lichtgrenze 
treffen die Ellipse c in zwei Punkten I) und JE, und es schneiden 
sich die Geraden JD c JE c , JP e Q c und s c in dem namlichen Punkte i?. 
Flucht- und Spurpunkte der Geraden P c Q c) JD e JE c sind rach dem 
oben Gesagten sofort anzugeben. 

Hohn il. Paîpeeitz. n. 4. Aufl. 
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Über den sichtbaren und unsicbtbaren Teil des Zylinders kann 
man sicb in folgender Weise orientieren. Seine Mantelllinien liegen 
ebenso gegen die Ebene E, wie 0 M œ gegen die Ebene Oe m , und 
zwar nicht nur der Bicbtung, sondern aucb dem Sinne nacb ; wie 
man leicbt aus der Lage ihrer Bilder gegen M œ erkennt. Infolge- 
dessen liegen Zylinder und Auge auf der namlicben Seite der Basis- 
ebene E, so dafî die Flâcbe des Basiskreises unsichtbar ist. No ch 
einfacher kommt man zum Ziele, wenn man bedenkt, daB der sicbt- 
bare Teil des Zylindermantels dem Auge und folglieh dem Punkte 
31— Ex 31 œ O zugekebrt ist. Da der Kreisbogen U° P° F 0 dem 
Punkte M° zugekebrt ist, ist der Teil des Zylindermantels sicbtbar, 
der durcb den Kreisbogen JJ P V auf E geht. Aus gleichen Gründen 
ist der Teil des Zylindermantels durcb P FQ beleucbtet, da P°F°Q° 
dem Punkte Z° zugekebrt ist. 



84. Der gerade Kreiskegel und seine Licbtgrenze 
(Fig- 72). Sei E {e, ej die Basisebene des Kegels und sei der in 
ibr liegende'Basiskreis k durcb seine Umlegung k° gegeben; dann 
konstruieren wir zunâchst das Bild k c dieses Kreises ganz wie in 
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der vorausgehenden Nnmmer. Hierauf legen wir durch die Kegel- 
ach.se eine ïïilfsebene TTj senkrecht zur Bildehene und legen sie uni 
ihre Spurlinie in die Bildehene um. Diese Ebene ist normal zur 
Spur e , da die Kegelachse auf E normal steht; sie schneidet des- 
halb E in einer Falllinie f durch den KreismittelpunktK(^F œ J_ 

K° F J_ e, A 0 Q = Distanz, f 0 1| O 0 F œ , f 0 durch F). Wir errichten jetzt 
ira Punkte K 0 [F — F K°) auf f Q eine Normale S Q gleich der 
Kegelhôhe, dann geht der Strahl O 0 S 0 durch das Bild S c des Kegel- 
scheitels S. Dieses Bild liegt aber auch auf dem Bilde K c N œ der 
in K auf E errichteten Normalen (J\ r œ auf AF œ , O 0 _]_ O 0 F œ ) und 
ist hierdurch bestimmt. Der scheinbare UmriB des Kegels wird yon 
den beiden aus S 0 an k c gelegten Taagenten gebildet, die man da- 
durch findet, dafi man zuerst die entsprechenden Tangenten an k° 
sucht. Bei der perspektiven Zuordnung yon k c und k° entspricht 
S c ein Punkt S°; von ihm aus gehen zwei Tangenten an den Kreis k°, 
deren Berührungspunkte B° und C° sein môgec. Die entsprechenden 
Bildpunkte B c und C c auf k c gehôren dem UmriB an. 

Die Lichtgrenze des Kegels für einen leuchtenden Punkt L be- 
steht aus den beiden Mantellinien, deren Tangentialebenen durch L 
gehen. Diese Ebenen enthalten die Gerade LS und folglich auch 
ihren Schnittpunkt T mit der Basisebene E; sie schneiden daher E 
in den aus T an k gezogenen Tangenten, deren Berührungspunkte 
L und F sein mogen. Somit sind SL und S F die Mantellinien der 
Lichtgrenze. Ist L auf einer Geraden g {G, G œ ) gegeben, so lege 
man durch sie eine Ebene senkrecht zu E und schneide sie mit ihr 
in h (E œ = e œ x G œ F œ , Hauf EG\\N œ GJ. Dann ist T e = h c xL c S c 
das Bild des gesuchten Punktes 1\ und die aus ihm an k c gelegten 
Tangenten berühren diese Kurve in den gesuchten Punkten L c und F c . 
Um sie zu zeichnen, bestimme man wieder in der perspektiven Be- 
ziehung zwischen k c und k° den entsprechenden Punkt T° zu T c und 
die Berührungspunkte JD 0 , F 0 der von ihm an k° gelegten Tangenten; 
diesen entsprechen dann rückwarts L c und F c . In der Figur sind 
die orthogonalen Projektionen L' und L" des Punktes L auf die 
Ebenen TTj und E als bekannt vorausgesetzt. JJ ist um die Spur 
von TT! nach L' , L" um die Spur e nach L " umgelegt (die Pro- 
jektionen und ihre Umlegungen tragen die nâmliche Bezeichnung). 
Dabei sind die Projektionen in der bekannten Weise miteinander 
verknüpft, d. h. die FuBpunkte der Lote, die man von L' auf f 0 
und von L" auf F K° fàllt, stehen gleichweit von F ab. Es ergibt 
sich die Projektion von T auf TJ 1 als T = S 0 JJ X f 0 und daraus 
der um die Spur e umgelegte Punkt T' auf K°F{FT' ~ FT). Dem- 
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naeh. ist T° der Schnittpunkt der Geraden X°Jj" mit der Paralleleu 
zu e durch T\ woraus dann P 0 , E° und die Punkte T c , P c , J ? folgen 
[K°T° x e = E, T c — K e E x 0°T°). Sckneidet man noch K c PI mit 
L"0°, so erhâlt man L" und L c als Schnittpunkt von L"N mit ST. 

Der sicktbare Teil des Kegelmantels ist der Geraden S O zu- 
gekehrt; er gelit durch den Teil des Kreises k, der dem Punkte 
■iO X E zugekehrt ist (dessen JBild mit S c zusammenfâllt, da dieser 
auf der Strecke S O liegt). Durch Umlegung um die Spur e gelangt 
dieser Schnittpunkt nach S°, dem der Kreisbogen P 0 I)°C° zugekehrt 
ist, so daü der Bogen B c D c O c auf dem sichtbaren Teile des Kegel- 
mantels liegt. Âhnlich erkennt man, daB der Teil des Mantels 
durch PCE im Lichte liegt. 

85. Die Kugel {Fig. 73). Legt man vom Auge O den Tan- 
gentialkegel an eine Kugel K, so berührt er dieselbe in einem KreiseA 

0 — dem wakren Um- 

1 riB der Kugel — 
wâkrend er die Bild- 
ebene in einem Kegel- 
schnitte k c — dem 
scheinbaren Um- 
risse — schneidet. 
Um k c zu konstruie- 
ren, benutzen wir eine 
zurBildebene normale 
Hilfsebene TT 2 durch 
das Auge O und den 
Mittelpunkt M der 
Kugel. Letzterer mag 
durch sein Bild M 

c 

und seine orthogonale 
Projektion M' gegeben 
sein, auBerdem sei der 
ixaaïus ? der Kugel bekaunt. Die Hilfsebene TT t) legen. wir um ihre 

bpur x = M M c A um, dann gelangt der Kugelmittelpunkt nach 
M{A° JL ar, AO = Distanz, MM’ ± x, M = MM' x OM c ) und der in 
TT 2 liegende Kugelkreis nach s (die umgelegten Punkte sind ebenso 
bezeichnet, wie die Punkte in 17 2 selbst). Die Ebene des wahren 
Umrisses h steht auf TT 2 senkrecht; dieser schneidet 5 in zwei Punkten 
B und C, deren Tangenten durch O laufen. Das Bild B C der 
Kugelsehne B C ist die groBe Achse des scheinbaren Umrisses k und 
ihr Mittelpunkt K c ist das Büd des PunktesKder Sehne^G, der dem 


A 





Fig. 73. 
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znr Bildebene normalen Kugeldurcbmesser angehort (K~ MM' x BC). 
Ist nâmlich AF P AO, so ist OP die Polare von K, demi sie muB 
erstens dureh denPol O yon BC geben und zweitens auf MK senkrecbt 
steben. Demnacb sind die yier Strablen O B, OC, O K, OP barmoniscb 
(29 Bd. III) und folglicb aucb ibre Scbnittpunkte mit x; einer derselben 
ist aber unendlicb fera, also balbiert K c die Strecke B c C c . Bas Bild 
der Kugelsebne PP, die in K auf TT 2 senkrecbt stebt, stellt die 
kleine Acbse des scbeinbaren Umrisses dar; denn PE ist zur Bild- 
ebene parallel, so daB P C E C zu x normal wird. Zur Konstruktion 
kann man die ortbogonalen Projektionen yon P und E auf die Bild- 
ebene benutzen, und zwar liegen P', E' zu x symmetriscb, und es 
ist P- E' = QP (der zu x parallelen Kugelsebne durcb K); dann 
tragen AP' und AE', die gesucbten Bildpunkte P c und E c . 

Aile zur Bildebene parallelen Kugelkreise liefern kreisfôrmige 
Bilder; sie scbneiden den wabren UmriB k in je zwei Punkten, 
wâbrend ibre Bilder den scbeinbaren UmriB k c in den entsprecben- 
den Punkten berübren. So gebôrt zu dem zur Bildebene parallelen 
Kugelkreise p mit dem Mittelpunkt K als Bild der Kreis p c mit dem 
Durcbmesser P C E 0 ; sein auf x liegender Durcbmesser ist das Bild 
der Kugelsebne QP. Da p c den scbeinbaren UmriB in den End- 
punkten des Durcbmessers P c E c berührt, folgt wiederum, daB P C E C 
zugleicb kleine Acbse von k c ist. Legt man durcb C den zur Bild- 
ebene parallelen Kugelkreis i mit dem Mittelpunkt P, so berübrt er k 
in C ; sein Bild i c ist desbalb der Krümmungskreis der Ellipse Jt B im 
Endpunkt C c ibrer groBen Acbse, J c ist der zugebôrige Krümmungs- 
mittelpunkt. Analog ergibt sicb der Krümmungskreis im Punkte E c . 
Die Bilder E e , G c der Endpunkte des zur Bildebene normalen Kugel - 
durchmessers EG sind die Brennpunkte der Ellipse k c . Denn der 
Rotationskegel mit dem Scbeitel O und dem Leitkreise k wird von 
der Tangentialebene im Punkte F der Kugel in einer Ellipse mit 
dem Brennpunkte F gescbnitten (86 Bd. III). Diese Ellipse ist zu k c 
abnlich und in âbnlicber Lage mit O als Âbnlicbkeitszentrum, woraus 
die vorstebende Bebauptung folgt. 

Der scbeinbare UmriB k c kann demnacb aucb in derWeise be- 
stimmt werden, daB man auf x die Bilder der Punkte P, C, F und G 
zeicbnet und um F c mit der balben groBen Acbse als Radius einen 
Kreis seblagt; dieser gebt dann durcb die Endpunkte der kleinen 
Acbse. 

86. Die Licbtgrenze auf der Kugel bei Zentralbeleucb- 
tung (Fig. 74). Wir bestimmen zunacbst in der vorber gescbilderten 
Weise den wabren UmriB h und den scheinbaren UmriB h c der Kugel, 
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indem wir durch das Auge O und den Kugelmittelpunkt M eiue 
Ebene TT, senkrecht zur Bildebeue legen. In der umgelegteu 
Ebene TT 2 seien, wie vorher, der Schnittkreis mit s, das Auge mit 0, 
die Berükrungspunkte der von 0 an .s gelegten Tangenten mit B 
und 1 0 und der Sebnittpunkt von B C mit dem zu TT normalen 
Kugeldurcbmesser mit K bezeicknet. Wir wollen nun die beiden Fâlle 



¥ 






behandeln, wo der leuchtende Punkt in der Ebene TT, liegt und 
wo er eine allgemeine Lage besitzt. Der erste Fall lâBt sick leiobt 
erledigen und der zweite kann dann auf ihn zurückgeführt werden. 

Ist J der leuchtende Punkt in TT 2 und sind J' und / auf x 
gegeben, so zeichne man den mit TT 3 umgelegten Punkt J. Die 
Polarebene des leuchtenden Punktes schneidet die Kugel in der 
Lichtgrenze i. Die von J an den Kreis s gelegten Tangenten berühren 
ihn also in den Endpunkten eines der Lichtgrenze i angehôrigen Durch- 
messers PQ. Da er aile zurBildebene parallelen Sehnen von ihalbiert, 
so ist sein Bild P c Q c (auf x ) ein Durchmesser und zwar eine Achse 
von y Die andere Achse U c 7 c ist das Bild derjenigen Sehne Vf 
von deren Pol der Verschwindungspunkt W von PQ ist {WO II xY 
denn die Bilder der Tangenten ffU,WV werden zu x parallel. Nun 
ist J K die Polare von ^ in bezug auf s, denn AT ist der Pol von OW 
und P der Pol von PQ. Demnach liegt R = PQ X J~K auf der Polar- 
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ebene des Punktes IV in bezng auf die Kugel; folglich steht UV in 
R auf TT 2 senkrecbt. Die Punkte U, F liegen auf einem zur Bild- 
ebene parallelen Kugelkreise h , dessen Ebene durcb li gebt; sein 
Bild h c scbneidet deshalb die in P c auf x errichtete Normale in den 
Bildpunkten U c] V c . Das Bild i c der Lichtgrenze bat somit die 
Àcbsen P C Q C und UJ C . j 

Wie ândern sich nun die Verbâltnisse , wenn an Stelle des j 

leucbtenden Punktes J ein leuchtender Punkt L tritt , der aus J j 

durcb eine Drebung um den Kugeldurcbmesser MM' (_L TT) bervor- j 

gebt (M'J' = M'L', z_ /' M' L' = a, A c ! auf AL', J c L c \\ J' L', da JL || n 
ist) ? Dann gebt offenbar aucb die Licbtgrenze l für den leucbtenden 
Punkt L aus dem Kreise i durcb Drebung um die Acbse MM' ber- 
vor; speziell môgen bierbei die Punkte P, Q, TJ, V von i in die ; 

Punkte S, T, X, F von l übergeben. Die Bilder der Sebnen ST und ;; 

X Y von l sind alsdann konjugierte Durcbmesser des Bildes t c der I 

Licbtgrenze l. Denn ST balbiert aile zur Bildebene parallelen Sebnen 
von l, und der Pol der Sebne XY, oder der gedrebte Punkt W, liegt j 

in der V erscbwindungsebene, d. b. in der zur Bildebene parallelen Ebene 
durcb das Auge. Da aile Punkte eine Drebung um den gleicben s 

Winkel a und um die gleicbe Acbse MM' erfabren, sind die Sebnen PS 
und Q T zu J'L' parallel und also aucb ibre Bilder. Die Punkte X, Y j 

liegen auf 7 a, ibre Bilder auf h c , und es ist XY c zu M L' normal, 
da XY _ L M' L' ist und beide Linien zur Bildebene parallel laufen. j 

Sind P) P\ n Spur- und Plucbtpunkt der Geraden PQ, so ergeben j'.. 

sicb aus ibnen Spur- und Eluchtpunkt G und G œ der gedrebten 
Geraden ST (z_ FM' G = l_F œ AG œ = et, M' G — M' F, AG œ = AFJ. j 

Ziebt man durcb P c , Q c , B c Parallèle zu J'L’, so sebneiden sie auf [ 

GG œ den Durcbmesser S C T C von l e und seinen Mittelpunkt Z c aus 
(Z — ST x XY). Das von Z c auf M' L' gef alite Lot trifft h c in den 
Endpunkten X c , Y o des zu S c T c konjugierten Durcbmessers von 7 c , # 

wodureb diese Kurve bestimmt ist. Die Licbtgrenze l und der j 

UmriB k sebneiden sicb in zwei Punkten, ibre Bilder l c und k c be- 
rübren sicb in den Bildern dieser Punkte. Spur- und Flucbtlinie 
der Ebene der Licbtgrenze steben auf M' L' senkrecbt und geben 
durcb G bzw. (r œ ; Spur- und Flucbtlinie der Ebene des Umrisses j 

steben auf x senkrecbt und geben durcb F{— PC X x) bzw. P œ 
(O E œ || JB G). Daraus ergibt sicb das Bild der Scbnittlinie beider j 

Ebenen, das durcb die genannten Berübrungspunkte bindurcbgebt. 

Um biernacb für einen beliebigen leucbtenden Punkt L die ; 

Licbtgrenze l auf der Kugel und ibr Bild l c zu finden, bat man : 

folgendermaBen zu verfabren. Man drebe L um den zur Bildebene ! 
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normalen Kugeldurehmesser MM' in die Lag e/, so daB die gedrehte 
Ebene durch das Auge O geht. Diese môge die Kugel im Kreise .9 
schneiden, dann snche man die Polare PQ von J in bezug auf s } 
scbneide sie mit JK in P nnd lege durch R eine Ebene parallel zur 
Bildebene; sie wird die Kugel in einem Kreise h schneiden. Jetzt 
zeichne man die Bilder P c , Q c , R c nnd h c , sowie Spur- und Flucht- 
punkt von PQ , alsdann Spur- und Fluchtpunkt der gedrehten Ge- 
raden ST. Auf dieser Bildgeraden liegt ein Durchmesser S e T c von 
w'âhrend der konjugierte JAF auf M' IJ senkrecht steht und von h c 
begrenzt wird. 

87. Rotationsflachen. Soll der UmriB u c einer Rotations- 
flâcbe, deren Achse d zur Bildebene parallel ist, gefunden werden, 
so suche man zunachst das Bild d c der Achse und das Bild m c der 
zur Bildebene parallelen Meridia.nkurve m. LaBt man jetzt m e um d c 
rotieren, so entsteht eine zur ursprünglichen Flache ahnliche Rota- 
tionsflache; das Âhnlichkeitszentrum liegt in O, so daB b eide Flàchen 
den namlichen scheinbaren UmriB aufweisen. Wir kônnen deshalb 
gleich annehmen, daB die Achse d und die Meridiankurve m der 
Rotationsflache, deren scheinbaren UmriB wir suchen sollen ? in der 
Bildebene liegen (Fig. 75). 

Ist Jt ein beliebiger Parallelkreis unserer Flâche, der m in II 
und J treffen mag ; so wird sie (B 74 Bd. I) langs h von einem Rota- 
tionskegel beriihrt, durch dessen Spitze S auf d die Tangenten von m 
in den Punkten J und II gehen. Die beiden Tangenten von S an 
das Bild k c des Parallelkreises bilden den scheinbaren UmriB des 
Rotationskegels; sie berühren k c in zwei Punkten C 0 und E c , in denen 
sie zugleich den UmriB u c berühren. Denn C und E auf k gehoren 
dem wabren UmriB des Kegels an; ihre Tangentialebenen gehen 
somit durch O, und da sie zugleich die Rotationsflache tangieren, 
liegen C und E auch auf v. Wahrend aber k den wahren UmriB u 
auf der Flache schneidet, muB sein Bild k c den scheinbaren UmriB v c 
berühren; v und h berühren sich also in C und E. so daB SC’ 

L C C / c 

und SE c die bezüglichen Tangenten sind. Um die Punkte C c und E c 
zu bestimmen, legen wir k um JE als /< 0 in die Bildebene um und 
benutzen die perspektive Beziehung zwischen h 0 und k 0 . Die Flucht- 
linie aller Parallelkreisebenen ist das vom Hauptpunkte A auf die 
Achse d gefâllte Lot AB. Das um AB in die Bildebene umgelegte 
Auge O 0 ist das Zentrum jener perspektiven Beziehung, JE ist ihre 
Achse, AB ihre Fluchtlinie. Nun suchen wir zu S den entsprecheu- 
den Punkt S 0 , indem wir SA ziehen, in ihrem Schnittpunkte G mit 
JE auf dieser eine Normale errichten und dieselbe mit SO 0 in S 0 


Freie Perspektive. 


105 


schneiden. In der Tat entspricht der Geraden GA die Gerade 
G S 0 ( || A 0 Q ) und SO Q geht durch S 0 . Die von S 0 an h Q gelegten 
Tangenten môgen diesen Kreis in C 0 und E 0 beriihren und JH in 



& 

Fig. 75. 


C x und E x schneiden, dann sind 8C X und S E x die entsprechenden 
Tangenten an k , ihre Berührungspunkte C und E liegen auf O n G n 

~t s~\ m c CO O 0 

DZW. O 0 E q . 

Der scheinbare Umrifî u c berührt die Meridiankurve m in zwei 
Punkten L und M, deren Tangenten durch A gehen. Die Tangential- 
ebenen unserer Mâche in L und M sind nâmlich zur Bildebene 
senkrecht, sie enthalten deshalb die Gerade AO, gehen also durch 
das Auge, so daB ihre Berührungspunkte dem UmriB angehôren. 
Liegt in der Ebene Od die Meridiankurve n und wird sie von den 
aus O an sie gelegten Tangenten in P und berührt, so gehôren 
diese Punkte dem UmriB u an. Ihre Bilder P und Q c werden auf d 
von den Strahlen OP und OQ ausgeschnitten; man konstruiert sie 
durch Umlegen der Ebene Od in die Bildebene (0° auf AP, 0°P = O 0 P , 
0°P C und 0°Q c tangieren m). Nun ist der UmriB n zur Ebene Od 
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symmetrischj seine Tangenten in P nnd Q stehen sonach anf Od 
senkrecht. Demnach gehen die Tangenten von u o in P c nnd Q e 
dnrch den Fluchtpunkt AJ aller Normalen der Ebene Od (AJ anf AB 


AJ0 0 _]_ O 0 B). 

88. Auch bei beliebiger Richtung der Rotationsachse d gegen 
die Bildebene kann die vorher bescbriebene Konstrnktion mit einer 
kleinen Abânderung verwendet werden (Fig- 76). Dnrch die Ackse d 
lege man eine Normalebene zur Bildebene nnd drehe dieselbe um 

ihre Spur d' in die Bild- 
ebene, so erkâlt man d", m"; 
zugleich drehe man das Auge 
nm AF œ ( || d') nach O". Jeder 
Pnnkt K von d ist der Mittel- 
punkt eines Parallelkreises k' 
seine Ebene sei A, ihre Spur- 
nnd Fluchtlinie seien l und 
Z w (J || l F d', l durch M = k" 
Xd',F w O" \\k”, l œ dnrch FJ. 
Ist S auf d wieder der 
Scheitel des Kegels , der die 
Flàche lângs k tangiert, und 
S c auf d c sein Bild (S c — O" S” 
X d c ), so sind die Tangenten 
von S c an k c zn bestimmen. 
Legt man k nm l nach k 0 
nnd O nm J nach O 0 um 
[0 0 F œ = °"*J, 80 s ^ nc ^ K un ^ 
k c perspektiv. Dem Pnnkt S e 



entspricht S 0 {F œ S c x 1= G, GS 0 \\ F œ A, S 0 auf O 0 S c ); die Tangenten 
ans S 0 an k 0 berühren in C 0 nnd F 0 , denen die Punkte C c nnd F o 
entsprechen (S 0 C 0 X l = C 1} S Q F 0 X l = AJ C c = S c C\ x O 0 C 0 , F c = 
S C Ë X x O 0 F 0 ). Der Umrifî u c geht durch C c nnd E c nnd berührt 
daselbst die Geraden S c C c nnd S c F c . 

Ist die Rotationsachse senkrecht zur Bildebene, so sind die 
Bilder der Parallelkreise selbst Kreise und der scheinbare Umriô 
nmhüllt aile diese Kreise. 

89. DenUmriB einer Flâche 2. Grades zu zeichnen, von 
der drei konjugierte Dnrchmesser im Bilde gegeben sind 
(Fig. 77). Es seien M c das Bild des Mittelpnnktes nnd A a B c , C c D e , 
E C F C die Bilder der konjugierten Durchmesser, dann werden diese 
durch M c nnd die bezüglichen Flnchtpunkte X œ , T x und Z œ harmo- 
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nisch geteilt. Demi jeder Durchmesser wird durch den Mittelpunkt 
und den unendlieh fernen Punkt harmonisch geteilt. Man konstruiere 
also entweder direkt zn A c , B c , M c den vierten harmoniscken Punkt 
usw., oder man zeichne die Punkte A c B c x B c C c nnd A e C c X B C B C , 
die auf X œ Y œ liegen, usw. Nun'ergeben sich die Bilder p c , q e , r c 
der zugehôrigen Diametralscknitte sofort; so gekt p c durch A o , B c , 
C c , JD C und berührt daselbst die Geraden A c Y œ , B c Y œ , C c X œ , B c X œ ; 





Fig. 77. 


beliebig viele Punkte und Tangenten von p c findet man mit Hilfe 
umgeschriebener Yierseite (256 Bd. I). 

Langs p wird die Flâche von einem Zylinder berührt, dessen 
Mantellinien zu B F parallel laufen; ihre Bilder gehen durch Z œ , 
und die beiden von Z œ an p c gelegten Tangenten bilden den schein- 
baren UmriB des Zylinders. Berühren diese Tangenten die Ellipse jj o 
in den beiden Punkten P c und Q c , so gehen die gem einsamen Tan- 
gentialebenen von Zylinder und Flâche in P und Q durch das Auge. 
Demnach liegen P e und Q c auf dem UmriB u e der Flâche, und dieser 
berührt in diesen Punkten die Ellipse p c . Ganz analog wird der 
UmriB u c die Kurven q e und r e in je zwei Punkten B c , S c bzw. 
T c , U c berühren. Die Konstruktion gestaltet sich wie folgt. Man 
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scbneide A c B c , C e B c , EJ<\, mit den Seiten des Dreiecks X œ Y a y J(a 
bezüglicb in J x , A\, L x und sucbe die drei Punkte J o , I, L c , die 
mit jenen zusammen die drei genannten Strecken barmonisch teilen 
(lA c JBJ/^= - 1, usw.) . Da AB c die Polare von Y œ in bezug 
auf p c ist, liegt der Pol von Y œ Z œ auf A 0 B c und zwar in /; analog 
stellt E den Pol von I' Z n in bezug auf p vor. Somit ist JE 
die Polare von Z œ in bezug auf p c , und es'sind Z œ E x , Z œ E c , sowie 
J v Z. m .7 c harmonische Polaren von p c . Diese beiden Geradenpaare 
definieren aber eine Involution, deren Doppelstrablen die gesuebten 
Tangenten von p c sind (32 Bd. III); ibre Berübrungspunkte liegen 
auf J c E c . Diese Doppelstrablen ergeben sicb nacb 235 Bd. I unter 
Zubilfenabme eines Kreises. 

Hiemacb lassen sicb also die drei Paar Berübrungspunkte des 
Umrisses u c mit den Kurven p e , g 0 , r c leiebt finden und aus seebs 
Punkten und den zugebôrigen Tangenten der UmriB u c zeiebnen. 
Die Ebene des -wabren Umrisses u sebneidet die drei gegebenen 
Durchmesser in den Punkten J \ E und JL. 

Es mag hier darauf bingewiesen werden, dafi drei beliebige 
Strecken A c JB c , C c JD c und E c E c , die einen Punkt M c gemein baben, 
niebt immer die Bilder dreier Acbsen eines Ellipsoides darstellen. 
Das ist offenbar nur dann der Fall, wenn das Dreieck ibrer Elucbt- 
punkte ((A c B c M c X œ )— — 1) spitzwinklig ist. Demi sein Hôben- 
schnittpunkt ist der Hauptpunkt, und dieser liegt stets zwiseben 
dem Flucbtpunkt einer Geraden und der Flucbtlinie einer zu ibr 
normalen Ebene (74). Falls es sicb um die Bilder der Acbsen 
bandelt, kann man aucb die Lange der Acbsen sofort angeben, da 
man ja Hauptpunkt und Auge in diesem Falle kennt. Freilicb muB 
noeb die Entfernung des Mittelpunktes von der Bildebene bekannt 
sein, sonst ergeben sicb nur die Verhaltnisse der Acbsen. 

90. Haben wir es mit drei konjugierten Durcbmessèrn einer 
beliebigen Flâcbe 2. Grades zu tun, so werden einer oder zwei von 
diesen Durcbmessern imaginar sein, was jedoeb die obige Konstruktion 
nur wenig andert. Ist z. B. AB ein imaginarer Durcbmesser, d. b. 
sind A, B die Gleicbpunkte der auf dieser Geraden liegenden Invo- 
lution barmoniseber Pôle der Flâcbe (vgl. 211—213 Bd. III), so 
ergibt sicb X œ wie vorber, dagegen bildet / mit J x zusammen ein 
Punktepaar der Involution, die dureb die beiden Paare E œ M c und 
■^c-^c definiert ist. Die Tangenten aus Z œ an p c sind wieder die 
Doppelstrahlen der Involution, der die Strablenpaare dureb K x , E c 
und J v J c angebôren. 
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DRITTES KAPITEL. 

Angewandte Perspektive 

Allgemeines. 

91. Das perspektive Bild eines râmnlicken Gegenstandes erleich- 
tert uns seine Vorstellung in hôkerem MaBe als seine Darstellung in 
ortliogonaler oder scliiefer Parallelproj ektion. Der G-rund davon ist, 
daB die geometriscken Gesetze der Zentralproj ektion dem Vorgange 
beim Seken wirklicker Dinge insofern genau entsprecben , als man 
von dem „Kôrperlich-Sehen“ abstrahiert, das durcb das Zusammen- 
wirken beider Augen zustande kommt. Denn beim Sehen mit einem 
Ange erzeugen die vom Objekte ausgebenden Licbtstrahlen, durcb 
die Augenlinse vereinigt, anf der Netzkaut ein perspektives Bild. 
Man kann folglicb aucb jede perspektive Zeicknung in eine solcbe 
Lage zum Auge bringen, daB sicb die Netzhautbilder ihrer Linien 
mit denen der entsprechenden Linien des Gegenstandes decken und 
bierdurch wird der hôchste Grad von Anscbaulicbkeit erreicht, 
den eine Zeicknung gewâkren kann. Dagegen kann man aus 
einer Perspektive die wabren GrôBen von Strecken und Winkeln 
nicht so einfack und genau entnekmen wie aus einer Parallel- 
proj ektion. Bei letzterer ergeben z. B. parallèle und gleicke 
Strecken auck parallèle und gleicke Bilder, wakrend bei der Zentral- 
proj ektion sowokl die Ricktung als auck die GrôBe ikrer Bilder ver- 
sckieden ausfallt, usw. Man wird also die Art der Projektion 
nack dem Zwecke wàklen, den man durch die Darstellung erreicken 
will. Kommt es vor allem anderen auf die ansckaulicke Wirkung 
an, wie in der Malerei und den zeicknenden Künsten, so kat man 
die Zentralperspektive zu wâklen. Wir kaben uns darauf zu be- 
sckranken, die Anwendung ikrer Regeln auf solcke Objekte zu zeigen, 
die geometrisck gesetzmaBige Formen kaben. Dies trifft nament- 
lick fur die arckitektoniscken Gegenstânde zu; und wie es bei diesen 
üblick ist, wollen wir uns die abzubildenden Figuren durcb Grund- 
und AufriB gegeben denken; an ihre Stelle kann natürlicb auck die 
Angabe von MaBen treten. Wir erkennen also die Hauptaufgabe 
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der angewandten Perspektive darin, in einer gegebenen 
Ebene nnd für einen gegebenen Augenpunkt das perspek- 
tive Bild eines durcli Grund- nnd AufriB gegebenen Ob- 
jektes zn konstruieren 8 ). 

Die znr Lôsung dieser Aufgabe dienlicben Metboden sind 
grofîtenteils bereits im vorbergehenden Kapitel entwickelt worden. 
Die dort bewiesenen Sâtze werden wir uns jetzt für die Anwen- 
dnngen znrecbtzulegen baben. 

92. Wir denken nns eine horizontale Ebene TTj, die Grund- 
ebene oder Bodenflâche; auf ibr und über ibr sollen sicb die 0b- 
jekte befinden. Die Bildebene TT stellen wir vertikal, so daB jede 
vertikale Gerade des Baumes aucb ein vertikales Bild erbâlt; dies 
trâgt wesentlicb zur Erbôbnng der Anscbaulicbkeit bei, weil unser 
Auge infolge vielfâltiger Übung für die Abweicbung gerader Linien 
von der vertikalen Ricbtung sebr empfindlicb ist. Die Scbnittlinie g 
der Bildebene TT mit der Grundebene TTj beiBt die Grundlinie 
(Grundscbnitt, Basislinie). Das Auge O (Augpunkt, Gesicbtspunkt) 

wird vor TT und oberbalb TTj 
gewâblt. Die Parallelebene 
zu TT durcb das Auge beiBt 
die Verscbwindungs- 
ebene; sie entbâlt die 
Verscbwindungslinien aller 
Ebenen und die Verscbwin- 
dungspunkte aller Geraden 
des Baumes. Die senkrecbte 
Projektion A des Auges O auf 
die Bildebene TT beiBt der 
Hauptpunkt (Pig. 78) und 
die Lange OA die Distanz. 
Die Parallelebene H zu TT 1 
durcb O wird die Horizont- 
ebene und ibre Scbnittlinie 
h mit TT wird Horizont (Horizontbnie) genannt; h ist die Flucbt- 
linie aller borizontaien Ebenen und trâgt die Plucbtpunkte aller 
borizontàlen Geraden, insbesondere den Hauptpunkt A als Flucbt- 
punkt aller Normalen zu TT. Der Distanz kreis wird in TT uni 
A bescbrieben, seine Scbnittpunkte D, D x mit h beiBen die 
Distanzpunkte. Die Elucbtlinien der unter 45° gegen TT ge- 
neigten Ebenen berübren d, die Plucbtpunkte der Geraden von 
der Neigung 45° gegen TT liegen auf r/; speziell sind D und 
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J) 1 die Flucbtpunkte der Horizontalen mit der Bildneigung 
yon 45°, 

Bas Objekt wird hinter der Bildebene befindlicb angenommen. 
Seirien GrundriB entwerfen wir in der Grundebene TT-l nnd legen 
ibn um die Grundlinie g in die Bildebene um, so dafi der binter 
der Bildebene befindlicbe Teil Yon TT 1 nacb nnten kommt, der ober- 
balb g liegende Teil von TT aber fur das perspektive Bild des Ob- 
jektes frei bleibt. Die umgelegten Elemente des Grundrisses werden 
ebenso bezeichnet wie diese selbst. Das Ange O gelangt bei gleicb- 
sinniger Drebung um den Horizont h in den Pnnkt O 0 des Distanz- 
kreises (AO 0 J_h), der schlecbtbin als das umgelegte Ange be- 
zeicbnet wird. Der GrundriB O' des Anges findet sicb anf A0 0 nnd 
zwar ist ( O ' H g) gleicb der Distanz, mitbin ancb 0 Q 0' — (A -\ g). 
Die AufriBebene TT 3 stellen wir natürlicb vertikal nnd parallel zn 
den wicbtigsten wagrecbten Kanten des Gegenstandes. Die Scbnitt- 
linie T1 1 x TT 3 bezeicbnen wir wie früber durcb x. Die meisten 
Objekte nnd namentlicb die arebitektoniscben besitzen vertikale 
Seitenflâcben in zwei zneinander rechtwinkligen Stellnngen, die wir 
knrz als FrontfLâcben bezeicbnen kônnen. Ist die Bildebene TT zn 
einer Front des Gegenstandes parallel, so gibt sein Bild eine 
gerade Ansicbt; anderenfalls spricbt man von einer scbràgen 
Ansicbt. 

Im ersten Falle làfit man die AufriBebene TT 3 mit der Bild- 
ebene TT nnd folglicb x mit g znsammenfallen. Im zweiten Falle 
wird TT 3 parallel zn einer Front und folglicb gegen TT geneigt an- 
genommen. Wir zieben dnrcb den Bildspurpnnkt von x auf g die 
Vertikale z — TT 2 X TT nnd die Horizontale y recbtwinklig zn x. Den 
AufriB legen wir nm 2 in TT um nnd benennen die umgelegten 
AufriBelemente ebenso wie diese selbst. Die Umlegnng sncbe man 
so einznricbten, daB das perspektive Bild nnd der AufriB des Ob- 
jektes sicb nicbt gegenseitig in stôrender Weise verdecken. Wicbtig 
ist es, die Flncbtpnnkte J M der Acbsena? nnd y (C^X^ [j x, 

0 Q F œ |1 y : X M nnd T œ anf h), sowie den umgelegten AufriB O" des 
Anges anzngeben. O" liegt anf h nnd die von O' bzw. O" anf x 
bzw. g gefâllten Dote sind von g x x x z gleich • entfernt (vgl. 
Fig. 88). 

98. Die Konstruktion der Perspektive eines Punktes P 
mit gegebenem Grnnd- nnd AufriB P', P " ricbtet sicb danacb, ob 
TT 3 mit TT identiscb ist oder nicbt, d. b. ob eine gerade oder scbrâge 
Ansicbt des Objektes verlangt wird. Wir stellen die einfacbsten 
Verfahren knrz zusammen. 
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Erstens: bei gerader Ansicht. 

a) Man zieht in T1 1 durcb F zwei Gerade normal bzw. unter 
45° geneigt gegen g. Ihre Spurpunkte seien N und' M auf g-, ihre 
Fluchtpnnkte sind der Hauptpunkt A nnd einer der Distanzpunkte 
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U; ihre Bilder NA nnd MU schneiden sich im Bilde P' des Grund- 
risses F'. Bas Bild von PI' geht vertikal durch P a , das Bild von 

FF" ist P" A; ihr Schnittpnnkt P, ist 
folglich die Perspektive von P (Fig. 79). 

(}) Die Vertikalebene durch OF 
schneidet 1"^ in O' F' und TT in der 
Yertikalen durch G = g x O' P', die auf 
P" A das Bild P c bestimmt. P' wird 
wieder auf NA gefunden (Fig. 80). 

ÿ) Tragt man auf die Vertikale 
P"P' den zweiten Tafelabstand des 
Punktes als P"P 0 — N P' auf, legt also 
P" P als P''P o \\AO 0 in die Bildebene 
um, so liegt P c auf G 0 P 0 (vgl. 80). 

Fig. 81. Man fîndet also P c , wenn man die 

Vertikale durch G = g X O' P' mit O o P 0 
schneidet. Speziell findet man P' auf derselben Vertikalen und auf 
O 0 P' (Fig. 81). Handelt es sich nur um die Bestimmung von P c , 
so ergibt sich P c als Schnittpunkt von P 0 0 Q mit P" A. 

Zweitens: bei sehrager Ansicht. 

S) Eine in TTj beliebig durch P' gezogene Gerade m habe das 
Bild (M= mXg, auf h, O 0 MJm), so ist P' = MM œ X 0 0 F. 
Zieht man MQ^lP'P, also ±g und =(P"-\g), so ist M œ Q das 
Bild von PQ || m und geht durch P c (Fig. 82). 


1 !/ 


Ang&wandte Perspektive. 


113 




g) Das Bild der zu TT 3 normalen Linie PP" gelit durch den 
Fluchtpunkt N œ (= 2 œ ) der Normalen von TT 3 ; andererseits liegt 
es in der Ebene O PP", die auch 
O" enthâlt nnd die z-Achse in 
il = O" P” X ^ trifft; folglich ist 
7/A r = P C P" dieses Bild (80). 

Auf ihm wird P c mittels der Ver- 
tikalen durch. G — O' P' x g be- 
stimmt (Fig 83). 

Die unter (2) bzw. s) genannten 
Methoden sind die einfachsten. 

Bei /?) hat man drei, bei s) vier 
gerade Linien zu ziehen. Das eine 
Verfahren geht aus dem anderen 
hervor, wenn man TT 2 mit TT, 
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folglich g mit x, sowie O" und i\ ? œ mit A 


zusammenfallen lâBt. 
einen mechanischen 


Die Konstruktion g) lâBt sich auch durch 
Apparat (Perspektograph) aus- 
füliren, denn werden P und 
demgemâB P P" bewegt, so 
drehen sich die Geraden O' P', 

O" P" um die festen Punkte O' 
bzw. O" und führen die Punkte 
G, H auf den festen Geraden g 
bzw, z\ die vertikale Gerade 
wird zu sich selbst parallel ver- 
schoben und die Gerade HP o 
dreht sich um den festen 
Punkt N. 

CO 

94:. D as Bild einer ge- 
raden Linie ist durch dieBilder 
zweier ihrer Punkte bestimmt. 

Aber je kürzer die von ihnen 
begrenzte Strecke ausfallt, desto 
weniger genau ergibt sich die 

Pichtung der Bildgeraden. Man ermittelt daher besser zuerst ihren 
Fluchtpunkt. Hierdurck wird nicht allein die Genauigkeit der 
Zeichnung erkôht, sondera auch Mühe er spart, denn an den Ob- 
jekten treten oft zahlreiche parallèle Linien auf, dereii Bilder nach 
demselben Fluchtpunkte laufen. 

Der Fluchtpunkt einer Geraden ist die Bildspur P w des zu ibr 

E.OHN 11. Papperitz. II. 4. Allfl. 8 
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parallelen Sehstrahles OJ^ = i. Fâllt TT 3 mit TT, also x mit g zu- 
sammen, so zieht man Grand- and Aufrifî des Sehstrahles dureh 

Grand- und Aufrifî des Auges, d. h. ï 
dureh 0' und i" dureh A (Fig. 84). Die 
Yertikale dureh J' — i X g trifft i” in J 
und den Horizont h in dem Fluchtpunkte 
der Horizontalprojektion der Geraden. — 
Liegt TT 3 gegen TT geneigt, so zeichne man 
die Fluchtlinie ^ (|| z) von TT 2 , lege 0 nm 
z nach Oa uni und hestimme T . Die 

CO 41 CO 

Parallèle zu i" dureh 0 A schneidet dann 
z a im Fluchtpunkte von i"; seine Ver- 
bindungslinie mit 7 œ aber bestimmt auf der Yertikalen dureh 
J' (vgl. 80). 

95. Wir erwâhnen zwei besondere Arten von Flucktpimktea 
die oft bénutzt werden. Bei architektonischen Gegenstânden stofien 
hâufig schrâge Begrenzungsflâchen von gleicher Neigung gegen die 
Grundebene in schrâgen Kanten zusammen. Bei gerader Ansicht 
sind diese Kanten parallel zu den Diagonalen eines Würfels, dessen 
Kanten parallel und senkrecht zu TT und TTj liegen, oder parallel 
zu den Diagonalen einer ebenso gestellten quadratischen Saule, In 
dem ersten Falle sind ihre Fluchtpunkte die Ecken B x , B 2 , B s , B i 
des dem Distanzkreise umgeschriebenen Quadrates mit je zwei hori- 
zontalen und vertikalen Seiten (vgl. Fig. 78); inai anderen Falle 
liegen die Fluchtpunkte C v C 2 , C 3 , G é auf den Yertikalen dureh die 
Distanzpunkte B und JD X und auf den beiden Geraden, die dureh A 
parallel zu den Aufrissen gezogen sind. Bei schrager Ansicht hat 
man das vorhin angegebene Yerfahren zur Bestimmung der Flucht- 
punkte einzuschlagen. 

96. Sieht man von der Grundebene TT-l ab, deren Spur- uud 
Fluchtlinie als g und h stets angegeben werden müssen, so kommt 
die Darstellung einer Ebene dureh Spur- und Fluchtlinie in 
der angewandten Perspektive nicht vor. Wohl aber werden diese 
Elemente zu konstruktiven Zwecken gebraucht. Bei vielen Gegen- 
stânden ist es zweckmâfîig, von vornherein die Fluchtlinien zu 
bestimmen: erstens fur die Frontebenen und zweitens für die 
Diagonalebenen, welche die von jenen gebildeten rechten Winkel 
halbieren. 

97. Im II. Kapitel sind die Grundaufgaben der darstellenden 
Geometrie dureh Zentralprojektion gelôst worden. Wir haben daher 
hier nur wenige Aufgaben mit Bezug auf die besondere Ar t zu 
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besprechen, in der sie am hàufigsten angewandt werden. 
treffen : 

1. die Teilung vertikaler und horizontaler Strecken, 
sowie in Verbindung biermit 

2. die âbnlicbe Verkleinerung der Zeichnung dnrcb 
Reduktion der Distanz, 

3. die Darstellnng von Kreisen nnd Ellipsen in hori- 
zontalen oder vertikalen Ebenen, 

4. die Schattenkonstruktion, 

98. Die Teilnng einer znr Bildebene parallelen, also 
speziell jeder vertikalen Strecke erfolgt im Bilde nacb demselben 
Verhâltnis wie im Original. Um sie auszuführen, muB das Bild 
einer Teilstrecke bekannt sein. Ist auf 
einer Vertikalen vom Pnnkte P aus die 
Strecke PQ abzutragen, so ziebe man 
durcb das Bild R e ibres Grundspurpunktes 
R eine beliebige Gerade, die g in S nnd 
h in M œ scbneiden mag, erricbte in S 
dieVertikale nnd scbneide sie mit MP„ 
in M (Fig. 85); dann ist S MP R einRecht- 
eck und SM die wahre Lange von RP. Macbt man MN auf SM 
der wabren Lange von PQ gleich, so gebt NM^ dnrcb Q c . 

99. DieTeilnng einer borizontalen Strecke erfolgt nacb 67. 
Seien M nnd JI m Spur- und Flncbtpnnkt einer in TT X liegenden 
Geraden m, welcbe die Strecke PQ trâgt, Drebt man m und M a=i O 0 
um M bzw. in gleicbem Sinne, bis sie mit g bzw. h zusammen- 
fallen, so gelangen die Punkte P , Q und 0 Q in die Lagen P a , Qa 
und O a (Fig. 86) und die Geraden) 0 A O a Qa scbneiden m c = MM œ 
in den gesucbten Punkten P e , Q c . Hierbei beifit 0 A der Teilungs- 
punkt der Geraden m und aller ibrer Parallelen. Legt man nâm- 
licb eine solcbe Horizontale um ibren Spurpunkt in die Bildebene 
parallel zu h um, so treffen die von 0 Â nacb den Punkten der 
umgelegten Geraden gezogenen Strablen die Bildgerade in den zu- 
gebôrigen Bildpunkten. 

100. In den Anwendungen tritt es oft ein, daB einer oder 
mebrere der Punkte, die zur Konstruktion nôtig sind, auBerbalb 
der Zeicbenflâcbe liegen. Man bilft sicb dann durcb eine Reduk- 
tion, d. b. durcb eine âbnlicbe Verkleinerung der Zeichnung, wie 
sie sicb ergeben wiirde, wenn man bei ungeândertem Objekt und 
Auge die Bildebene zu sicb parallel in der Ricbtung A O verscbiebt 
und hierdurch die ursprüngliche Distanz auf ibren % ten Teil reduziert. 
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Statt. der .unzugangbcben Elemente benutzt man die redn- 
zierten Elemente, die wir durcb den oberen Index r bezeicbneii. 
Sie befinden sich mit jenen in âhnlicher Lage, und zwar ist der 



Hanptpnnkt A das Âknlicbkeitszentrum; ibre Abstânde yon A aber 
verbalten sicb zu denen der ursprünglicben Elemente wie 1 : n, 
wo n eine passend gewàblte ganze Zabi bedeutet (in der Figur n = 2). 

Ist das nmgelegte Ange O 0 unzuganglicb, so trâgt man auf AO 0 
die Strecke A 0 0 r = ~ • Distanz auf; O 0 r ist das rednzierte um- 
gelegte Auge. Man findet dann den Flucbtpnnkt M œ a us dem 
reduzierten Flucbtpunkte M^, indem man 0 0 r AÇ || m und 
AM w ~ n • AM r œ macbt. Fâllt M œ aucb aufîerbalb der Zeicbenflâcbe, 
so zeicbnet man den reduzierten Spurpunkt M v , indem man 
AM r — A • AM abtragt, dann ist m c || M’'AP durcb M zu zieben. 
Man findet ferner. den Teilungspunkt O a ans dem reduzierten 
Teilungspunkte O r A durcb die Beziebnngen: Qo = -C 

AO A — n* AO'a- Sind MP A und MQ â auf g die wabren Langen der 
Strecken MP und MQ, so geben O A P a und O à Q A durcb P c und Q c . 
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Ist 0 a unzugànglich, so mâche man auf h die Strecke M œ T = 
= K ° r à und auf// zugleich 3TP = ^3IPnnd 3 Ï&=±-MQ, 
so gehen TJ? und TS offenbar wieder durcb P c und Q c . Kami 
hierbei M œ nicht gezeicbuet werden, so mâche man znerst 31^ T r — 
i . 3I r Cf a und dann AT =' n • AT' 1 ' . Ist endlich auch M nicht be- 
nutzbar, so bedient man sich der reduzierten G-rundlinie, die 
man parallel zu h in dem Abstand = -• • {g H h) zieht; auf ihr 
fmdet man den reduzierten Spurpunkt 3î r , indem man in dem Ab- 
stand = — • (A —1 m) von A die Linie m r || m zieht. Die weitere 
Konstruktion gründet sich auf die perspektiv-àhnliche Beziehung 
zwischen den gegebenen Elementen und den reduzierten wie umgekehrt 
zwischen den hieraus gefundenen und den gesuchten Elementen. 



Fig. 87. 


101 . Abbildung eines horizontalen Kreises (Fig. 87). 
Die Ebene E des Kreises h hat den Horizont h zur Fluchtlinie, die 
Spur e und die Verschwindungslinie e v sind zu h parallel. Der Abstand 
(e H h) hângt von der Lage der Ebene E ab, der Abstand (e v -| e) ist 
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gleich der Distanz (0 O -j h). Wir betrachten nur den gewôhnlichen 
Fall, wo der Kreis k die Verschwindungslinie e v nicht trifft, sein Bild 
also eine Ellipse wird. Der Kreis sei durch seine Umlegung um e 
gegeben. Die Umlegungen seiner Eleinente werden ebenso wie diese 
selbst bezeichnet. K sei der Mittelpunkt nnd MN anf f der zu e 
recbtwinklige Durcbmesser; sein Bild M C N C findet man anf f c = pj_ 
nacb 83. Ist J c der Mittelpunkt yon M 0 N c nnd liegt der Punkt J 
anf MN zu / perspektiy, so entspricbt umgekehrt der zu e par- 
allelen Kreissebne PQ durcb J der zu M c N c konjugierte Durch- 
messer P c Q c ( || e durcb J c ) der Bildellipse k c . Ist U = f x e v , und 
scbneiden die Kreistangenten U P , UQ die Spur e in P, S, so sind 
ibre Bilder PP C und SQ c parallel zu f c . Durcb die konjugierten 
Durcbmesser M c N c und P C Q C ist die Elipse k c bestimmt; ihre Acbsen 
kônnen nacb 22 Bd. I gefunden werden. Die vertikalen Tangenten 
der Elli pse (die z. B. als UmriBlinien einer über dem Grundkreise k 
stebenden runden Saule ôfters gezeicbnet werden müssen) entsprechen 
den Tangenten des Kreis es k aus dem Punkte V ~ AO 0 x e v und geben 
durcb deren Scbnittpunkte X, T mit der Spurlinie e. Sind W, Z 
die Berübrungspunkte der Kreistangenten und ist ï'=«x WZ, so 
liegen die Berübrungspunkte ff c , Z c der Ellipsentangenten auf dem 
Durcbmesser TJ C . Haufig benutzt man zur Abbildung des borizon- 
talen Kreises k ein ibm umscbriebenes Polygon, z. B. ein 
regelmâBiges Acbteck, dessen Seiten zu g teils parallel, teils senkrecbt, 
teils Tinter 45° geneigt sind. Die Flucbtpunkte seiner Seiten sind 
bez. der unendlicb ferne Punkt yon h, der Hauptpunkt A und die 
beiden Distanzpunkte JD, J5 r Die Seiten bilden zwei dem Kreise k 
umgescbriebene Quadrate, deren Diagonalen den Seiten des Acht- 
ecks parallel laufen und ibre Berübrungspunkte mit k bestimmen. 
Die Abbildung der gescbilderten Figur ergibt demnach acbt Punkte 
der Bildellipse nebst den zugehôrigen Tangenten. Die Einzel- 
beiten der Konstruktion ergeben sicli bei ibrer Ausführung obne 
Schwierigkeit. 

103. Die Abbildung einer Ellipse mit vertikaler Acbse 
(bez. eines yertikalen Kreises), die z. B. als Gewôlblinie Yorkommen 
kann, ergibt sicb aus 101. An Stelle der Horizontalen e, e v , h 
treten die Yertikalen n, n v , n œ als Spur-, Yerscbwindungs- und 
Flucbtlinie der yertikalen Ebene, die die abzubildende Kurve ent- 
bàlt. Ferner tritt an Stelle der Geraden f die horizontale Achse 
der Ellipse (oder der horizontale Kreisdurchmesser), an Stelle yon O 0 
das um n œ .in die Bildebene umgelegte Auge 0° und statt des . 
Distanzpunktes D bat man das um F œ auf n œ niedergedrehte 
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Auge Oa zu benutzen (Fig. 88). — In der Figur sind die einzelnen 
Elemente ebenso bezeichnet, wie die entsprecbenden in Fig. 87. 
Eine nâhere Erlauterung erscheint daber überflüssig. — Wie vorber 
kann ancb bier, und ailgemein bei jedem Kegelscbnitte, die per- 



spektive Abbildung mit Hilfe eines ibm umgescbriebenen Vierseits 
erfolgen (ygl. 83). 

103. Schattenkonstruktion. Als Lichtquelle denken wir 
uns einen Punkt I (über der Grundebene TT X ) durcb sein Bild Z e 
und GrundriBbild L' gegeben ÇL c L^± h). Von L c geben aile Bilder 
der Licbtstrahlen, Ton L' die ibrer Grundrisse aus. Man spricbt 
von Zentral- oder Parallelbeleucbtung, je nacbdem sicb der 
leucbtende Punkt L in endlicber Entfernung vom Objekte befindet 
oder unendlicb weit liegt. Beide unterscbeiden sicb aber nicbt 
wesentlicb; denn Solange Ij nicbt in die Yerscbwindungsebene fâllt, 
was selten angenommen \vird, sind die Bilder L c und L' Punkte 
im Endlicben. Je nacb der Lage von L gegen die Yerscbwindungs- 
ebene ist das Bild reell oder virtuell. 

Die Beleucbtung der irdiscben Gegenstânde' durcb die Sonne 
darf als Parallelbeleucbtung gelten, weil ihre gegenseitigen 
Entfernungen im Yergleicb mit dem Àbstand von der Sonne selbst 
verscbwindend klein sind. Es. bedeutet dann L das Bild des 

c 

Sonnenzentrums. Man bat entweder ein reelles Sonnenbild über 
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dem Horizont, oder ein unendliches ferries, oder ein virtuelles unter 
dem Horizont, je nachdem die Sonne im Angesicht des Beschauers, 
oder in der V erschwindungsebene , oder im Rücken des. Beschauers 
steht. Bemgemâfî lâuft der Grundschatten einer von der Grund- 
flâche aufs.teigenden Yertikalen entweder auf den Beschauer zu, 
oder parallel zu h, oder nach dem Horizonte hin. Ij 0 ist der Flucht- 
punkt der Lichtstrahlen, L' liegt auf dem Horizont und ist der 
Fluchtpunkt ihrer Horizontalprojektionen. 

Der Gang der Konstruktionen zur Abbildung der Scbatten ist 
bei der Zentralperspektive derselbe wie bei der Parallelprojektion. 
Man bestimmt zuerst die Licbtgrenzen auf dem Objekt, dann die 
Scblagschattengrenzen in der Grundebene und zuletzt die Schlag- 
schatten auf dem Objekte selbst/;wie , dies die nacbfolgenden Bei- 
spiele zeigen. 

104. Ist ein Punkt P durcb P c und P c ' gegeben, so findet 
man das Bild seines Gundschatteus P* als P* c = L 0 P C x IP P/; 
l — P P, ist das Bild eines Lichtstrables l, i ' = P 'I\ ist das 
Bild seines Grundrisses V und zugleicb der Grundschatten der 
Yertikalen P' P. Ebenso wie wir hier den Grundschatten der 
Yertikalen durch P benutzen, um auf ibm den des Punktes P selbst 
zu finden, geht man bei der Ermittelung des Schattens von P auf 
eine beliebig gegebene Ebene E von einer geeigneten Geraden durcb 
P (meist einer Yertikalen oder Horizontalen) und ihrem Scbatten 
auf E aus; dieser ist schlieBlich mit dem Lichtstrahle durcb P zu 
schneiden. 

Sind von einer Geraden i Spur- und Fluchtpunkt J, und 

von .der Ebene E Spur- und Fluchtlinie e, e œ bekannt, so sucbt 

man Spur- und Fluchtlinie d, d œ der durch i gelegten Lichtstrahlen- 

ebene A, die E in dem gesuchten Sehatten i* schneidet, und 

erhalt von i* den Spur- und Fluchtpunkt, hieraus aber das Bild 

{J* = d X e, / ra * = d œ x e œ , i* = Bei Parallelbeleuchtung 

verbindet die Fluchtlinie d a den Fluchtpunkt L c der Lichtstrahlen 

mit dem Fluchtpunkte P œ der Geraden i, und d geht parallel zu 

d durch J. 

00 

Anwendungen der Perspektive. 

105. Wir legen die Regeln der Perspektive in ihrer Anwendung 
auf einige architektonische Gegenstânde dar. Die Objekte 
sollen die hauptsâchlichsten an Bauwerken vorkommenden Formen 
und Anordnungen der Glieder zeigen, aber nur in môglichst einfacher 
Weisé, so daB sie leicht geometrisch bestimmt werden kônnen. Bei 
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der W ahl ibrer Y erhàltnisse sind' weniger listbetiscbe G-esicbtspunkte 
wirksam gewesen, als vielmebr die Rücksicbt daranf, daB die Einzel- 
heiten der Konstruktion in der Zeiclmung genügend erkennbar 
werden müssen. — Zuerst bebandeln wir nur Kôrper mit ebenen 



Fig. 89.- 


Seitenflâcben, in den spâteren Beispielen treten ancb krnmine 
Flacben anf. . 

Perspektive eines Sânlenganges in gerader Ansicbt 
(Fig. 89). Die doppelte Sânlenreibe erstreckt sicb in der zur 
Bildebene senkrecbten Eichtnng nacb dem .Horizonte bin. Jede 
einzelne Sanie bestebt aus Sockel, Scbaft nnd Kapitâl. Diese drei 






122 Angewandte Perspektîve. 

Teile werden von quadratischen Prismen und abgestumpften quadra- 
tischen Pyramiden gebildet. Die Prismenflâchen stehen vertikal, 
die scbrâgen Pyramidenflâchen , die am Sockel oben, am Kapitâl 
unten liegen, sind gegen die Grundebene TTj miter 45° geneigt. — 
Die Sâulenabstânde in der Richtung parallel zur Grundlinie g er- 
geben sich aus dem GrundriB des yordersten Sâulenpaares; zur 
Feststellung der Abstânde in der Richtung senkrecht zu g genügt 
es, die yerlângerte GnmdriBdiagonale VU einer Sanie des folgenden 
Paares zu zeicbnen. Die Kanten der Sâulen yerlaufen in sieben 
verschiedenen Eicbtungen: sie sind nâmlich entweder vertikal, oder 
normal zur Bildebene, oder parallel zur Grundlinie, oder parallel 
zu einer der yier Diagonalen eines Wurfels, von dem zwei Seiten- 
flâchen in TT und TJ 1 liegen. Ihre Flucbtpunkte sind folglicb der 
Reibe nacli: der unendlich ferne Punkt der Vertikalen, der Haupt- 
punkt A, der unendlich ferne Punkt des Horizontes h und die 
Ecken B x , B 2 , B s , des dem Distanzkreis umgeschriebenen 
Quadrates. {B x B 2 \\g durch O 0 , O 0 B x = O n B 2 = A O 0 ). Die er- 
reichbaren Spurpunkte der GrundriBdiagonalen auf g sind durcli 
JR, S, T, U bezeiclmet; ihre Fluchtpunkte sind die Distanzpunkte I) 
bzw. JD v 

Wir beginnen mit der Abbildung der Sockelgrundflâchen. Zu 
ihren Ecken gehôren z. B. die Punkte G, II ; ihre Bilder werden 
gefunden, wenn man’ G " und K" mit A und den Spurpunkt JR der 
durch II gelegten Diagonale mit JD verbindet, sowie durch H c 
die Parallèle zu g zieht (7/ = AU" x JDB, G c auf G "A, H c G 0 \\g\ 
Hat man in dieser Weise aile in T\ 1 liegenden Quadrate abgebildet 
(und kontrolliert, daB ihre je in einer Parallelen zu g gelegenen 
Seiten gleiche Lângen haben), so zieht man durch aile ihre Ecken 
vertikale Linien aufwârts. Diese stellen die vertikalen Sockelkanten 
dar; ihre oberen Endpunkte bestimmen wieder horizontale Quadrate. 
Im Bilde liegt eine Eeihe ihrer Ecken auf J" A-, zieht man durch 
sie Parallèle zu g , so findet man die übrigen Ecken, die zugleich 
auf drei weiteren Geraden durch A liegen müssen. Jetz*t sind die 
Bilder der schrâgen Sockelkanten zu ziehen; sie laufen von den 
vorderen Ecken nach B x bzw. B 2 , von den hinteren nach B 3 bzw. B i 
Eine Eeihe ihrer Endpunkte liegt auf K" A, die übrigen finden sich 
wie vorhin. Nunmehr werden die vertikalen Schaftkanten gezogen, 
die auf M" A, usw. endigen. Die schrâgen Kapitàlkanten laufen 
vorn nach 7? a bzw. B é , hinten nach B x bzw. B 2 \ ihre Endpunkte 
liegen auf N" A, usw. Man zeichnet ferner die vertikalen Kapitâl- 
kanten, deren Endpunkte sich auf F' A, usw. befinden. Zuletzt 


Angewandte Perspektive. 123 

sind die Bilder aller borizontalen Kanten auszuzieben, die unsere 
Konstruktion bereits als Hilfslinien benutzt bat. — Welcbe Linien 
sichtbar sind nnd welcbe nicbt, wird der Zeicbner leicbt ancb obne 
nâhere Erklârung beurteilen. 

Hieranf bestimmen wir die Grundscbatten, nnd nm dies 
leicbt ausfübren zu kônnen, baben wir wenigstens für die vordersten 
Sânlen die GrundriBbilder aller Eckpunkte angegeben. Wir wâblen 
Parallelbelencbtnng; das (virtuelle) Sonnenbild L c liegt nnter 
dem Horizonte A, der Eluchtpunkt L' der Licbtstrablgrun drisse 
senkrecbt darüber anf A selbst. Die Licbtgrenze setzt sicb bei 
jeder Saule aus 14 Kanten zusammen; zwei davon liegen in der 
Grnndflâcbe, zwei andere in der borizontalen Endflâcbe des Kapitâls, 
die übrigen sind in der Diagonalebene mit der Flucbtlinie B 2 B 3 
entbalten. Zur Licbtgrenze gebôren die Ecken, in denen das Bild 
bzw. GrundriBbild eines Licbtstrables das der Saule streift. — 
Die Grundscbatten der Ecken, z. B. Q, stellt man durcb 
Q*c = -£ c X Qé -^c dar, nsw. Die Grundscbatten der borizontalen 

Kanten sind zu diesen parallel, ihre Bilder laufen folglicb parallel 
zu A oder nacb dem Hauptpunkte A. Die Grundscbatten der Verti- 
kalen konvergieren im Bilde nacb L', die der scbrâgen Kanten haben 
die Flucbtpunkte W~ h x B % I c und W x = A x B 3 B e (in der Figur 
konnte nur W angegeben werden). Diese Angaben genügen zur Ver- 
zeicbnung aller Scblagscbatten auf die Bodenûâcbe. 

In unserem Beispiele kommt der Scblagschatten einer Sâule 
auf eine zweite vor (ibre Grundscbatten überdecken sicb zum Teil). 
Ziebt man aus dem Kreuzungspunkte der Grundscbatten zweier 
Kanten rückwàrts bis zu der bescbatteten Kante einen Licbtstrabl, 
so endigt er in einer Ecke der Scblagscbattenfigur. Aber nicbt aile 
Ecken derselben konnen so gefunden werden, man bat vielmebr das 
in 104 gescbilderte Verfabren anzuwenden. Hierbei beacbte man 
folgende Bemerkungen. Der Schatten einer Geraden auf eine zu 
ibr parallèle Ebene ist zu ibr selbst parallel; im Bilde baben beide 
denselben Flucbtpunkt. Hiernacb sind z. B. die Scbatten einer verti- 
kalen Kante auf die senkrecbten Flàcben einer Saule selbst vertikal 
und das Scbattenbild einer zu TT normalen Kante auf die zu ibr parallèle 
Seitenflâcbe eines Sâulenscbaftes gebt durcb A. Ferner wird der 
Scbatten, den eine Gerade auf eine Parallelebene zu TT (mit unendlicb 
ferner Flucbtlinie) wirft, als Parallèle zur Verbindungslinie ibres 
Flucbtpunktes mit dem der Licbtstrablen dargestellt. Folglicb bat 
der Scbatten einer zu TT normalen Kante auf eine Frontflâcbe ein 
zu AL c parallèles Bild, und analog bildet sicb der Scbatten einer 
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schrâgen Xante (JIjY) mit dem Fluchtpunkte i? 3 als Parallèle zu B 3 L 
ab. Der Scliatten von MK anf die schiefe Sockelflàche bat seinen 
Flucbtpunkt in B 1 B 2 X I C L'- Die Begrenzungslinien des Scbattens 
der einen Saule auf den Boden und auf die andere Saule treffen in 
den Bodenkanten der letzteren zusammen; um die Treffpunkte exakt 
zu bestimmen, kann man sie zuerst im GrundriB konstruieren und 
dann in die Perspektive übertragen. 

Bei der Ausführung der Zeichnung wird man bemerken, 
daB sicb ibre Genauigkeit dadurcb erbôben lâBt, daB man zur 
Bestimmung eines und " 'desselben ^Elem entes verscbiedene Wege 
einscblâgt. 

106. P erspektive eines Obelisken mit Unterbau in 
scbrâger Ansicbt. Der Unterbau bat eine quadratiscbe Basis; 
von ibren vier Seitenflàchen führen Stufen nacb einem Podest, der 
vier durcb Eckquader gebildete Vorsprünge zeigt. Uber dem Podest 
erbebt sicb der quadratiscbe Obelisk auf einer Plinthe mit oben ab- 
gescbrâgten Seitenflacben. Die scbrâgen Flâcben der Plinthe und 
die in der Spitze S zusammenstoBenden Endflachen des Obelisken 
sind gegen TTj unter 45° geneigt. Die Seitenflacben des Obelisken 
schneiden sicb in dem Punkte ü seiner vertikalen Achse, die schrâgen 
Flâcben der Plinthe in dem Punkte <$; aile übrigen Flâcben sind 
entweder horizontal oder vertikal. Die einzelnen Bestimmungs- 
stücke des Objektes entnimmt man aus dem Grand- und AufriB 
desselben, der dem perspektiven Bilde (Fig. 90) in halber Grôfle bei- 
gefügt ist. 

Nacb Annabme von J, g, h wird die Lage des Objektes durcb 
seinen umgelegten GrundriB bestimmt; das Basisquadrat ist gegen 
die Grundlinie g geneigt. Die Distanz A O, die so groB gewàblt 
ist, daB das umgelegte Auge O 0 in die Figur nicbt eingetragen 
werden kann, reduziert man auf die ïïâlfte und benutzt das redu- 
zierte umgelegte Auge O 0 r ( AO Q r =±AO). Die Seiten m = KF 
und n = K II des Basisquadrates (sowie aile zu ibnen parallelen 
Kanten) baben die Fluchtpunkte M œ resp. JY œ auf h. Man findet 
zuerst- die reduzierten ; Punkte M r 9 und {O 0 r || m, O* N T J\r>) 
und bieraus durcb die Beziebung AïïJ= 2- Aif, wâhrend”.^ 
unzugànglicb ist. Seien nun M = m x g und N — n x g die Spur- 
punkte, so kann das Bild n 0 = NN œ direkt gezeicbnet werden; fur m 
aber muB zuvor auf AM der reduzierte Spurpunkt M r (A M r = \AM) 
bestimmt werden; bierauf ist m c durcb M parallel zum reduzierten 
Bilde m c = M r M r œ zu ziehen. Auf h trâgt man M r n O r Â = M r œ O 0 r 
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und N r œ 0 Ar — JS £ OJ ab, macbt Â0 A = 2 • AÜ a und A 0 A — 2 • A0 Ar , 
ao daB Oj und O 4 die Punkte . darstellen, in die das Auge O gelangt, 
•wenn man es um M m oder JS œ auf den Horizont niederlegt; sie 
dienen als Teilungspunkte fur die Seiten des Basisquadrates 



(vgl. 67). Um die Einteilung der Liuien B F und EU in die 
Perspektiye zu übertragen, bat man sie mit allen Zwiscbenpunkten 
um M oder N bis in die Grundlinie herumzudreben. Die voll- 
zogene Drebung bezeicbnet der untere bzw. obéré Index À. Man 
findet z. B. K c als JSN œ x K â O A , usw. Statt des unzuganglicben 
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Punktes F â bestimmt man Fl ( MFl = \MF\ macht Af T r 
ijpr o r Ai AT = 2 • AT r und findet F c als MM m X FIT, usf. I 
Bilder der Parallelen zu m gehen durch M œ , schneiden also N. 
imà jede dazu parallèle Gerade in âhnlichen Punktreihen. Man tn 
daher auf h die Strecke von N t M aus ab, ziehe durch ihi 

Endpunkt die Parallèle zn NN w und konstruiere auf ihr die Pun 
reihe, die aus der auf NN œ liegenden durch Verkleinerung auf < 
Hâlfte entsteht. Übrigens richtet man es meist so ein, daB die ôf 
benutzten Fluchtpunkte, wie hier Ai tt ,.noch auf das Zeichenbrett falli 
oder man schraubt an dasselbe eine oder mehrere Leisten so an, d 
man die Fluchtpunkte auf ihnen markieren kann. Das Bild des Bas 
zentrums C, von dem die Vertikalachse der Obelisken aufsteigt, ergi 
sich als Schnittpunkt der Diagonalen F c G c und F c H ( , (In der Fig 
sind nicht aile Bezeichnungen eingefügt, weil sie sonst undeutlich wir 
Die Diagonale F G hat den Spurpunkt J) und den Fluchtpunkt 1 
(0 0 F CO man bestimme auch ihren Teilungspunkt und benut 

die Einteilung der Strecke F c G 0 , insbesondere ihre Schnittpunk 
mit den nach unten verlângerten Obeliskenkanten. Die Yertikali 
durch F bzw. J) n bilden Spur- und Fluchtlinie einer Diagonalebei 
des Objektes. Auf erstere tragt man von J9 aus die ïïôhen a 
in denen sich die Ecken und Kanten des Gegenstandes über di 
Grundebene befinden, verbindet die Endpunkte -mit 1 und e 
mittelt so die Hôhen im Bilde, z. B. 1)P Q = F" P", F C P C J_ h, P Q , 
durch I) x , oder DS 0 = C"S", C c S c ±h, S 0 S c durch D m , usw. Fi 
die Zeichnung der Stufenkanten ist es zweckmaBig, die Treppenprofij 
auf den Frontflâchen des vordersten Eckquaders abzubildën. Yo 
den Fluchtpunkten der schrâgen Kanten an der Plinthe und an de 
Spitze des Obelisken konnten nur zwei, P x und i? 3 , angegeben werdei 
sie liegen auf der Yertikal en* durch JD m sjmmetrisch zu h. Zeichne 
man die Aufrisse der Diagonalen des über dem Quadrate FFG'x 
stehenden Würfels und zieht durch A Parallelen zu ihnen, so gehe 
sie durch die genannten Fluchtpunkte. An ihrer Stelle kann ma 
auch das Bild des Punktes Q benutzen, in dem sich die schrâge 
Kanten der Plinthe treffen. Àhnlich verfâhrt man bezüglich de 
im Punkte U der Yertikalachse zusammenlaufenden Kanten de 
Obelisken. — Nach dem Gesagten hat es keine Schwierigkeit, da 
Bild des Objektes zu vollenden. 

Der Schattenkonstruktion liegt die Annahme parallèle: 
Lichtstrahlen zugrunde. Die Sonne befindet sich im Gesichtsfelc 
des Beschauers ; ihr reelles Bild Z c also über dem Horizont und L c 
senkrecht darunter auf h. Die Lichtstrahlen kommen von P c , dit 
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Schatten der Vertikalen auf Horizontalflâchen yon L'. Die Schatten 
horizontaler Kanten auf horizontaleu Flâchen gehen durch M œ oder 
jV œ . Ferner kommen Schatten horizontaler Kanten (mit dem Flucht- 
punkte M x ) auf rertikale Flâchen (mit der j.Fluch tlini e K r±h) 
vor; ihr Fluchtpunkt V liegt auf M œ L c . Die schràgen Kanten 
werfen nur auf wagrechte Flâchen Schatten; man ermittelt sie aus 
den DurchstoBpunkten mit der Grundebene und dem Podest und 
den hezüglichen Schatten der Punkte Q, S, U. Die Flucht- 
punkte dieser Schattenlinien liegen auf h mit L c und den Flucht- 
punkten der bez. Kanten in gerader Linie. Sind letztere nicht 
erreichbar, so muB man yon anderen Punkten der Kanten die 
Schatten abbilden. Die Linien , welche die Lichtgrenze auf deia 
Objekte zusammensetzen, lassen sich sehr einfach feststellen. Zu 
ihnen gehôren beim Obelisken und den yier Eckquadern die in den 
Diagonalebenen mit der Fluchtlinie l) rst gelegenen Kanten, bei 
der Plinthe zwei yertikale, zwei horizontale und zwei schrâge Kanten, 
auBerdem bei ’jedem Eckstein zwei Oberkanten und zwei oberste 
Treppenkanten. 

107. Als weiteres". Beispiel wâhlen wir die schrâge Ansicht 
einer gewôlbten Halle mit doppeltem Durchgang. (Fig. 91. In 
dieser und in den beiden folgenden Figuren ist der untere Index c, 
der zur Bezeichnung der perspektiven Bilder dient, weggelassen.) Der 
quadratische Bau zeigt ein yon yier ebenfalls quadratischen Pfeilern 
getragenes Kreuzgewôlbe. Die Wôlbflâchen liegen auf zwei kon- 
gruenten Hotationszylindern , deren horizontale Achsen sich recht- 
winklig schneiden; sie endigen in jeder Front mit einem Halbkreis 
und stoBen in zwei (sich in T kreuzenden) Gratlinien zusammen, 
die den Diagonalebenen angehoren und mithin Halbellipsen sind. 
An den vier Fronten lâuft oben ein einfaches Kranzgesims; seine 
schràgen Kanten sind zu den Diagonalen eines Würfels parallel, 
dessen Seitenfiâchen in. den Fronten liegen. 

Die Bildebene legen wir durch die yorderste Pfeilerkante z, 
machen zwei Seiten des . Basisquadrates zur x- und ?/-Achse und 
die darüberstehenden Frontebenen mithin zur AuffiB- bzw. Seiten- 
riBebene. Von dem Grund- und AufriB ist nur so yiel gezeichnet, als 
zur Bestimmung der Gestalt und Lage des Objektes gebraucht wird. 
Zur Festlegung der Distanz ist das reduzierte umgelegte Auge an- 
gegeben {A 0 0 r — % A O). Hieraus kann man die Fluchtpunkte 
X œ , M œ , N„ der Achsen x, y und der GrundriBdiagonalen m, 
n finden. Die Abbildung aller geradlinigen Kanten des Gegen- 
standes erfolgt wie in 106 und bedarf nach dem Vorausgegangenen 
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keiner Erlâuterung mehr. Statt der unzugânglicben Flucbtpunkte c 
scbrâgen G-esimskanten wurde der Punkt C der vertikalen Mittelacl 
des Objektes benutzt, in dem ibre Verlangerungen zusammentreffi 
Die vier âuBersten Pfeilerkanten lanfen bis zn der Deckplat 
die das Gewolbe oben abschlieBt; die übrigen endigen in c 
Basisebene des Gewôlbes. Ibre Endpunkte werden paarweise dur 



Fig. 91. 


die borizontalenDurcbinesser der yier Frontbalbkreise nnd der beid 
elliptiscben Gratlinien verbunden, die, in ihnen die verlângert 
Pfeilerkanten berübren. Aile secbs Gevôlblinien projizieren si 
als Halbellipsen , denn in ibren Endpunkten sind die Tangent 
parallel (yertikal). Hat man mit Hilfe der Fluchtpunkte X œ , I 
Jll œ , jS r cxj die Bilder jener horizontalen Durchmesser gezeicbnet, 
bestimme man ibre Mittelpnnkte nnd bieraus die konjugierten (ve 
tikalen) Halbmesser der Bildellipsen (102). Diese Konstrukti( 
lâBt sicb für die beiden vorderen Frontbalbkreise k , i mit B 
nutzung ihrer Umlegung in die Bildebene, d. b. mittels des Aufrissc 
leicbt ausfübren. Den vertikalen Kadien der Kreise entsprecln 
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vertikale Halbsehnen durch die Bilder der Z entra K, J\ die Tan- 
genten in ihren Endpnnkten gehen durch X œ bzw. Y m . Für die 
übrigen Gewôlblinien vereinfacht sich das Verfahren, weil sie je mit 
einem der Kreise k, i anf einem Zylinder liegen. Den affin gelegenen 
ebenen Kurven des Originals entsprechen perspektiv gelegene im 
Bilde; die Fluchtpunkte (X œ , Y J der Affinitâtsstrahlen (Zylinder- 
mantellinien) werden die Zentra der Perspektivitât, die Acbsen sind 
die Bilder • der Affinitâtsachsen (in unserem Falle laufen sie yertikal 
durch. Y œ , M, N, so daB Yertikalen stets Vertikale entsprechen). 
Auf Grand dieser Bemerluingen kann die Perspektive des Objektes 
leicht vervollstàndigt werden. Je drei perspektive' Gewôlblinien 
zeigen eine gemeinsame Tangente (s durch X œ , t durch YJ), die 
den scheinbaren UmriB einer Wôlbfiàche bildet. 

Um die Darstellung des Objektes mit Schatten zu versehen, 
setzen wir Sonnenbeleuchtung voraus [L unterhalb h, L' auf h, 
LL' _L h). Über die Konstruktion der Schlagschatten, welche die 
geradlinigen Kanten auf die Grundebene und auf die ebenen Flachen 
des Objektes’ werfen, ist nichts Neues zu sagen (man vergleiche das 
vorangehende Beispiel). Die Lichtgrenzen der W ôlbflàchen sind Mantel- 
linien ; man erhalt ihre Endpunkte auf den Fronthalbkreisen h und i 
nach 332 Bd. I, indem man die Schatten der Gewôlbmantellinien auf 
die hez. Frontebene sucht und die zu ihnen parallelen Tangenten 
an 7i und i zieht. Diese sind hier mit dem AufriB l" hzw. SeitenriB 
V” eines Lichtstrahles identisch. Nun ist X œ L die Fluchtlinie der 
Lichtehenen durch die Mantellinien der einen Wôlbfiache und die 
Vertikale durch Y œ die Fluchtlinie der zugehôrigen Frontebene 
(SeitenriB); der Schnittpunkt LJ" beider ist der Fluchtpunkt der 
Schlagschatten(|| V") jener Mantellinien. Also berührt die ans ihm an 
das Bild i gelegte Tangente dieses im Punkte B der Lichtgrenze. 
Àhnlich findet man P auf k mittels des Schnittpunktes L œ " von Y œ L 
mit der Vertikalen durch X^. Die Konstruktion wird genauer, wenn 
man den um z umgelegten Kreis i" — k" und das um Y m LJ" (bzw. 
X œ LJ') umgelegte Auge 0 Â (bzw. O d ) auf h benutzt; eine zu 
LJ" O j parallèle Tangente berührt i'” in B'" und B'" O a geht durch 
das Bild B. Analoges gilt für P. Der Schlagschatten auf den 
W ôlbflàchen wird durch die Schatten der Fronthalbkreise k und i 
begrenzt, die in den Punkten P bzw. B beginnen und sich nach 
innen fortsetzen; ihre Tangenten in diesen Punkten lassen sich nach 
375 Bd. I als vierte harmonische Strahlen finden. Die fraglichen 
Bandschatten sind Ellipsenbogen (334 und 361 Bd. I). Man findet 
beliebig viele Punkte derselben aus der Bemerkung, daB eine Mantel- 

Uohn u. Pappeeitz. II. 4. Aufl. 9 
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linie durch. den Randpunkt L ihren Schatten auf die Mantellini 
durch den Randpunkt U l wirft, wenn U" U” || LJ'0 Â ist (U"O â un 
U"0 A sckneiden h in U und U J Der Schnittpnnkt des Lichl 
strahles FL mit dem Bilde U l l œ der zweiten Mantellinie stellt eine 
Punkt U* des Randschattens dar, usw. Ein Teil VIF des Fronl 
halbkreises k wirft Sckatten auf den Schaft des rückwârts liegende 
Pfeilers. Am Objekt selbst sind die Bogen FW und F* TV* kongruen 
da ibre Ebenen parallel stehen; im Bilde sind sie perspektiv (Zer 
trum L, Acbse dieVertikale durch XJ. TF ist ein Endpunkt von l 
in JF und TF * sind die Tangenten vertikal, wàhrend die Tangente 
in F und F* sich auf der Vertikalen durch X œ schneiden. Um de 
Punkt F zu finden, zieht man durch den FuBpunkt der Xante, di 
F* trâgt, den GrundriB eines Lichtstrahles und schneidet ihn mi 
dem GrundriB des Halbkreises k in F; senkrecht über F' befinde 
sich F auf F Yon dem leicht bestimmbaren Grundschatten de 
Objektes ist nur wenig sichtbar; zu seiner Begrenzung gehôrt ei 
in r* beginnender Ellipsenbogen als Schatten eines Teiles de 
Randlinie k. 

108. Schrâge Ansicht einer Nische (Fig. 92). An vei 
tikaler Wand (Bodenkante w) ist eine Nische angebracht, dere 
Basis eine wenig vorspringende rechteckige Platte bildet. Di 
Nischenflache besteht aus zwei Teilen: einem geraden Zylinder übe 
dem Grundhalbkreis f, der in dem Halbkreis c (Zentrum G) ende 
und einer anschlieBenden Yiertelkugel mit dem Halbfrontkreis 
(Zentrum G, GTE vertikal er Halbmesser). Die Nischenfront tritt ei 
Stück aus der Wandflâche hervor; sie wird von zwei Halbsaule' 
(Pilastern) eingerahmt, die durch einen Architraven mit aufgesetzter 
Giebel verbunden sind. An den Kapitâlen der Halbsaulen komme 
Zylinderflâchen vor, als deren Protilschnitt ein Yiertelkreis ang( 
nommen wurde. Das Profil des Gesimses am Giebel ist geradlini 
gewâhlt. Die Kanten des schrâg aufsteigenden Gesimses (wie 
und i) treffen die entsprechenden horizontalen Kanten in den beide 
Diagonalebenen. — Die Bildebene ist durch die vorderste Xante 
der Basisplatte (unterste Frontkante MX) gelegt, der AufriB paralli 
zur Front gewâhlt und um z in TT umgelegt gezeichnet. Die Syn 
bole x, y, X m , Y œ , m, n, M m , haben dieselbe Bedeutung wi 
im vorigen Beispiel; durch IJ sind die Fluchtpunkte de 
Giebelkanten i = MS, k = ST bezeichnet. Das umgelegte Auge C 
konnte in derFigur nicht angegeben werden, sondern nur der reduziert 
Punkt O J (AO 0 r — $AO); mehrere der vorgenannten Fluchtpunkt 
sind ebenfalls unzugânglich. Statt der Fluchtpunkte der den Diagona. 
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schnitten angehôrigen schrâgen Eanten des Gesimses wurde dei 
Punkt Q der Vertikalachse C' C benutzt, in dem sie sich treffen. 

Wir übergehen die Abbildung der geradlinigen Kanten des 
Objektes mit dem Hinweis anf das Yorausgegangene. Von den 
kleinen Ellipsenstücken, die in der Abbildung der Kapitâle auf- 
treten, bestimmt man leicbt die Endpunkte mit den zugehôrigen 
Tangenten; eine dieser Tangenten bat jedesmal die yertikale Rich- 
tnng, die andere lâuft entweder dnrch X m oder dnrcb M m oder 
dnrch N œ . Zur Yerzeicknung der betreffenden Kurve genügt dann die 
Angabe eines Zwischenpunktes oder besser einer Tangente. Ebenso 
einfacb gestaltet sicb die Konstruktion der Sebatten, weleke die Halb- 
sâulen, der Architrav und der GiebelaufdieFront.flâcbe der Nische, anf 
den Boden nnd die Wandflâche werfen. Um die Scklagscbattengrenzen 
(die ohnehin in der Eignr wegen ibrer Kleinbeit nicbt sebr deutlicb er- 
kennbar werden) nicbt komplizierter zn machen, als nnumgànglicb 
ist, wurde die nnendlicbe ferne Licbtquelle I in einer Diagonalebene 
des Objektes angenommen, so daB L' mit M œ identiscb ist. Yon 
den geradlinigen Schattengrenzen wurden aile Fluchtpunkte nach 104 
bestimmt. So wirft z.B. eine zu i parallèle Kante am Giebel einen 
knrzen Sebatten auf eine geneigte Flàche (||/<) des sebrâg ansteigenden 
Gesimses; sein Fluchtpnnkt ergibt sicb als X K œ N œ . 

Den Hauptbestandteil nnserer Aufgabe bildet die Dairstellung 
der Niscbenflâcbe mit den an ibr anftretenden Sebatten. 
Man bestimmt zuerst nach 101 das Bild des Basisbalbkreises /' nnd 
seine vertikale Tangente, die den sebeinbaren UmriB des zylin- 
driseben Teiles der Niscbenflâcbe bildet; hierauf zeiebnet man wie 
vorber die Perspektive des Frontbalbkreises e. Der wahre Um- 
riB des Halbzylinders ist eine auf dem Halbkreise c endigende 
Mantellinie. In ihrem Endpunkte beginnt der wahre UmriB u der 
kugelfôrmigen Wôlbflâcbe und endigt auf dem Frontbalbkreise e\ 
u ist ein Stück des Kreises, in dem die Kugel von der Polarebene 
des Anges O gesebnitten wird. Seine Tangente im Anfangspunkte 
ist von der Mantellinie des Zylinders verschieden, aber die Yer- 
bindungsebene beider geht dureb das Auge, und folglich berühren 
sicb die sebeinbaren Umrisse beider Flâcbenteile. Der schein- 
bare UmriB der Wôlbflâcbe ist ein Ellipsenbogen, den man nach 
85 unter Benutzung von Krümmungskreisen konstruiert; in seinem 
Endpunkte berührt er das Bild von e. Da die Wôlbflâche lângs e von 
einem Zylinder berührt wird, dessen Mantellinien zu y parallel sind, 
so berühren sicb die Bilder von u und e in einem Punkte, dessen 
Tangente dureb J w gebt; bieraus lâBt sich derselbe leicbt zeichnen. 



Angewcmdte Perspective. 


133 


Die Lichtgrenze auf dem Halbzylinder ist wiederum eine 
Mantellinie ; sie beginnt in dem Punkte U des Halbkreises f dessen 
Tangente den GrundriB eines Lichtstrahles bildet, und endet im 
entsprecbenden Punkte des Halbkreises c. Ebendaselbst beginnt 
die Lichtgrenze v der Wblbflâclie und endet auf dem Fronthalb- 
kreise e in Y\ v ist ein Hauptkreisbogen, dessen Ebene senkrecbt 
zu den Lichtstrahlen steht; er wird nach 330 Bd. I zuerst im Grund- 
und Aufrifî bestimmt und dann in die Perspektive übertragen. In 
dem Endpunkte yon v ist die Tangente von e parallel zu l" , ihr 
Bild geht durch LJ'. 

Der in das Innere der Nische fallende Schlagschatten über- 
deckt die Lichtgrenze v. Die Schlagschattengrenze besteht aus drei 
Teilen. Der erste liegt auf der Mantellinie des Halbzylinder s/ die 
von seinem linken Eande Schatten empfângt und endigt auf dem 
Lichtstrahl durch den linken Endpunkt des Halbkreises c. Der 
zweite ist ein Stück der Eaumkurve, in welcher der schiefe Licht- 
zylinder durch e die zylindrische Wand der Nische trifft; er geht 
tangential aus dem ersten Teile hervor und ebenso in den dritten 
über ; der auf der Wolbflâche liegt. Man findet einzelne Punkte 
des mittleren Teiles, wenn man die Lichtebene durch eine Mantel- 
linie des Nischenzylinders mit der Erontebene schneidet und hier- 
durch jedesmal einen Punkt Yon e bestimmt, dessen Schatten auf 
jene Mantellinie fallt und zu der Kurve gehort. Der letzte Teil 
ist wieder ein Kreisbogen; er endigt auf e in dem nâmlichen Punkt V 
wie die Lichtgrenze u. In der Tat ist dies ein Teil der Durch- 
dringungskurve des Lichtzylinders durch e mit der Kugel, die bereits 
den Kreis e und folglich noch einen zweiten Kreis (Wechselschnitt) 
gemein haben (239 Bd. I). Es ist der zum Eandkreise e in bezug 
auf die Lichtgrenze u symmetrische Hauptkreis der Kugel, seine 
Bestimmung bietet daher keine Sckwierigkeit mehr dar. Bezüglich 
der Endtangente (in V) beachte man den Satz (375 Bd. I), wonach 
die Tangenten Yon e und e* zu der von v und dem Lichtstrahle 
harmonisch liegen müssen. In der Eigur wurde die Bestimmung 
der Schlagschattengrenze zuerst in Grund- und AufriB vorgenommen 
und hieraus die Perspektive abgeleitet (vgl. 93®). 

109. Perspektive eines runden Sâulenstumpfes (Fig. 93). 
Die Saule steht auf einer quadratischen Plinthe; ihre Basis besteht 
aus einem Wulst und. einer zylindrischen Platte, an die sich eine 
in den zylindrischen Schaft iibergehende Hohlkehle anschliefît. Wir 
behandeln dieses Objekt als ein Beispiel zur perspektiven Darstellung 
der Eotationsflâchen. Der Meridian der Sâulenflâche ist im AufriB 
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gezeich.net; er besteht aus einem Halbkreis, dessen Enddurchmesseï 
der Achse parallel liegt, und dessen hohle Seite der Achse zugekehrt 
ist, weiter aus einem Stiick des Yerlângerten Durchmessers und einem 
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Fig. 93. 





Yiertelkreis mit der hohlen Seite nach aufien, dessen Zentrum wiedei 
auf der Yerlângerung jenes Durchmessers liegt; endlich gehôrt dazu 
eine Mantellinie des Schaftzylinders. Die Anfangs- bzw. Endpunkte 
der genannten Teile des Meridians liegen auf den Parallelkreisen p : 
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g, r, s; die Ebenen des ersten und letzten Parallelkreises begrenzen 
den Botationskôrper. 

Znr Konstruktion der Perspektive sind angegeben: der Haupt- 
pnnkt J. und ein Distanzpunkt JD auf dem Horizont h, die Grund- 
linie < 7 , sowie Grand- und AufriB O', O" des Auges. Die .r-Achse 
ist senkrecht zum Grundrifî V des Licbtstrables l (Parallelbeleucli- 
tung) gelegt, um die Schattenkonstruktion in Grund- und AufriB 
bequemer und genauer ausführen zu kônnen [0'0 x j_x, O x ° auf cj, 
0 X °0" _L O" auf A). Das umgelegte Auge O 0 ist unzugânglich. 
J Jj JL' sind die Fluchtpunkte der Lichtstrablen und ihrer Grundrisse. 

Um das perspektive Bild der Saule zu entwerfen, bilden wir 
zuerst die Plinthe und die vertikale Achse der Saule ab. Das Bild 
der letzteren trifft h in B. O a ist das um B auf den Horizont 
niedergelegte Auge O. Hierauf projizieren wir den parallel zur 
Bildebene TT liegenden Hauptmeridian ; sein Bild zeigt ihn in einer 
aknlichen Verkleinerung, die wir kurz den Bildmeridian nennen 
wollen; er ist in die Figur eingetragen. Die Parallelkreise p, g, r, s 
sind nacli demVerfahren in 101 dargestellt; ebenso die scheinbaren 
Umrisse der zylindrischen Teile. Der scheinbare UmriB des Botations- 
kôrpers ist identisch mit dem eines âhnlich verkleinerten Kôrpers, 
dessen Achse in der Bildebene liegt und dessen Meridian der Bild- 
meridian ist. Zur Darstellung des scheinbaren Umrisses kann man 
daher das Kegelverfahren anwenden, wie dies in 87 nâher dargelegt ist. 

Die Bestimmung der Lichtgrenzlinien, sowie der Schlagschatten 
auf die Grundebene und auf das Objekt selbst, ist zuerst im Grund- 
und AufriB ausgeführt und sodann nach dem in 93 unter e) an- 
gegebenen Yerfahren in die Perspektive übertragen. Es kommt hier- 
bei namentlich auf die Wulst- und Kehlflache der Saulenbasis an, 
und diese sind Teile einer und derselben Kreisringflâche, nur gegen- 
einander in der Bichtung der Achse verschoben. Die Konstruktion 
der Schatten auf der Bingüàche ergibt sich ans 387 Bd. I; sie be- 
nutzt eine dem Binge einbeschriebene Hilfskugel, die ihn entlang 
eines Meridianes berührt. Die Lichtgrenze dieser Hilfskugel ist in 
einem besonderen Grund- und AufriB bestimmt, wobei die AufriB- 
ebene zum Lichtstrahl parallel vorausgesetzt wurde. Die Lichtgrenz- 
punkte sind dann in die einzelnen Meridiane der Bingflâchen über- 
tragen. In der Figur bedeuten t die Lichtgrenze auf der Kehlflache 
und ihre geradlinige Fortsetzung auf dem Schaftzylinder, u die Licht- 
grenze auf dem Basiszylinder und v die auf der Wulstflâche. Die 
Schlagschatten auf die Grundebene sind durch den unteren Index 
die auf das Objekt fallenden durch den oberen Index * bezeichnet. 
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ZentralkoIIineation râumlicher Figuren (Reliefperspektlve). 

110. Zwei Raumfiguren solien einander Punkt für Pnnkt i 
folgender Weise entsprecben: 

ce) Die Verbindungslinien entsprecbender Punkte . 
und P geben durcb ein festes Zentrum O. 

fi) Drei Punkten in gerader Linie entsprecken dre 
Pnnkte in gerader Linie und folglicb vier Punkte] 
in einer Ebene vier Punkte einer Ebene. 

y) Jeder Punkt einer festen Ebene TT, der Kollineations 
ebene, entsprieht sicb selbst. 

Hieraus folgt sofort: 

d) Entsprecbende Strahlen bzw. Ebenen sclinéidei 
sicb auf der Ebene TT; jeder Strabl und jede Ebem 
durcb 0 entspricbt sicb selbst; das gleicbe gilt mit 
bin vom Zentrum 0. 

Durcb diese Eigenscbaften ist die Beziebung zwiscben den beidei 
Raumfiguren, die wir als Original und Bild unterscbeiden, voll 
standig bestimmt, sobald binreicbende Bestimmungsstücke angegebei 
werden, um zu jedem Punkte des Originals den entsprecbender 
Punkt des Bildes finden zu kônnen. Wir nènnen diese geometriscbe 
Verwandtscbaft eine ZentralkoIIineation oder Perspektive raum- 
licber Figuren 9 ). Von ibr gilt der Satz: 

111. Die raumlicbe ZentralkoIIineation ist bestimmt 
durcb Àngabe des Zentrums 0, der Kollineationsebene TT 
und zweier sicb entsprecbender Punkte P und P 1? die auf 
einem Strable durcb O liegen müssen. Denn zu jedem weiteren 
Punkte (g des Originals findet man biernacb den Bildpunkt. Der 
Strabl PQ = i scbneide nàmlicb TT in J, so ist i x = Jl\ sein Bild, 
er liegt in der Ebene i O und bestimmt mit dem Strable OQ den Bild- 
punkt Q v Den unendlicb fernen Punkten der Geraden i bzw. i\ 
entsprecben die Gegenpunkte auf i x und auf i; beiBt 
der Flucbtpunkt, / der Verscbwindungspunkt Pj; J V J, 

Der unendlicb fernen Ebene im Original- bzw. Bild- 
raume entspricbt je eine zu TT parallèle Gegenebene, namlicb die 
Flucbtebene TT œ und die Verscbwindungsebene TT,,. Erstere 
trâgt die Flucbtpunkte, letztere die Verscbwindungspunkte aller 
Geraden des Baumes. Hieraus folgt die Beziebung: 

(TT, H TT) = (O H TT J. 

Betracbtet man die einander entspreçbenden Figuren in irgend einer 
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durch 0 gelegten Ebene À, so zeigt sich, dafi sie perspektiv liegen, 
und zwar ist O das Zentrum, d = A X TT die Aehse der Perspektive, 
wâhrend — A X TT^ und d v — À X TT„ die Gegenachsen bilden 
(vgl. 166 flg. Bd. I). 

Wir bezeicknen im folgenden den Punkt O als das Auge, die 
von O ausgekenden Verbindungslinien entsprechender Punkte als 
Sehstrahlen und die sich selbst entsprechende Ebene als Spur- 
ebene TT. 

112. Man kann die Zentralkollineation benutzen, um den vom 
Auge aus kinter der Spurebene TT liegenden und sich ins Unend- 
liche ausdehnenden Pauni mit den darin entkaltenen Piguren in 
dem Paume abzubilden, der zwischen TT und der Pluchtebene TT^. 
liegt. Diese Art der Abbildung von Paumfiguren durck andere 
Raumfiguren nennt man Peliefperspektive. Mit den Reliefs der 
bildenden Kunst kat sie nur wenig zu tun. Denn der Künstler 
bekandelt das Relief wie eine durch Erkabenkeiten des Materials 
kervorzubringende Zeicknung. Dies ist die ursprüngliche Form der 
Darstellung, das Plackrelief. Beim Hockrelief lôsen sick einzelne 
Piguren vom Hintergrunde ab; sie werden aber dann „rund i£ , d. k. 
in ikrer wirklichen Gestalt gebildet. Man erkennt also, dafi hier 
kein einkeitlickes Darstellungsprinzip angewandt wird, wie dies bei 
der maleriscken Perspektive durchführbar ist, sondera, die Ver- 
mittelung zwischen den versckiedenartigen Darstellungen der Piguren 
im Vordergrund und Hintergrund bleibt dem subjektiven Ermessen 
des Künstlers überlassen. Bedeutende Künstler kaben versuckt, die 
Gesetze der Peliefperspektive in die plastiscke Darstellung einzu- 
fükren. Aber im strengen Sinne konnte dies nickt gêsckehen; denn 
aus praktiscken, wie aus âstketiscken Gründen müssen bei den nack 
dem Hintergrunde (der Pluchtebene) zu immer mekr sick ver- 
flackenden Piguren die Zwischenraume wegfallen. Hiervon abge- 
sehen, vertragt die Peliefperspektive keine Veranderung des Gesichts- 
punktes, okne das Bild verzerrt erscheinen zu lassen. Trotz alledem 
kann aber die Kenntnis ikrer Regeln dem bildenden Künstler nützlick 
sein. Sie kommen auck in Yerbindung mit den Regeln der male- 
rischen Perspektive in der sog. Tkeaterperspektive zu Anwendung. 

113. Gegeben sei das Auge O, die Spurebene TT, sowie die 
Pluchtebene TT^, die jedem unendlick .fernen Punkte den Durch- 
stoBpunkt eines Sekstrakles zuordnet; dann ist die Kollineation 
bestimmt. Wir stellen TT vertikal; die Horizontalebene H durck O 
sckneide TT in A und TT œ in A œ (Fig. 94); h œ keiBt der Horizont. 
Die Grundebene [", auf der sick die Objekte befinden, liegt 




il 


Fig. 94. 


Radius = 0A œ um A œ bescbriebene Distanzkreis trifft h œ in di 
Distanzpunkten D œ und 

114. Die Abbildung einer Geraden i erfolgt nun so, d? 
man zuerst ihren Spurpunkt -T in TT und ihren Flucbtpunkt i 
TT m aufsucht; die Reliefgerade verbindet J mit J' œ . Paralla 
Gerade baben einerîei Fluehtpunkt, nach dem ihre Bilder koi 
yergieren; Parallèle zu TT, insbesondere die Vertikalen, habe 
parallèle Bilder. 

Um einen PunktP abzubilden, legt man durch ihn eine Gerade 
und schneidet ihr Bild ?\ mit dem Sebstrable OP in P r 

Die Abbildung .einer Ebene E ergibt sicb als Yerbindungs 
ebene E x ibrer Spurlinie e = E X TT und ibrer Flucktlinie e œ , di 
in TT^ als Spur der Parallelebene durcb das Ange O erbalten wird 
Speziell yerbindet das Relief der Bodenflache T die Grundlmie / 

mit dem Horizonte h . 

00 

115. Das Objekt sei durcb seinen Grund- und AufriB de- 
finiert. Als GrundriBebene benutzen wir f, als AufriBebene U 
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Zur Konstruktion des raumlicben Abbildes oder Reliefs clienen 
folgende Sâtze. 

a) Die in der Ebene TT aus dem Augpunkte A v ent- 
worfene Perspektive des Objektes ist mit dem AufriB 
seines Reliefs identiseb. In der Tat: eine beliebige Gerade i, 
ihre Reliefgerade i 1 nnd deren Anfrifî i" baben den Spurpunkt J 
gemein und sind ..paarweise perspektiv anfeinander bezogen, nâm- 
licb i nnd aus dem Zentrum O, q und i" aus dem unendlicb 
fernen Punkte von OA œ und folglicb i und i" aus einem auf OJ œ 
gelegenen Zentrum (1(52 Bd. I). Letzteres ist der Punkt A v , weil der 
AufriB JJ' des Flucbtpunktes J œ dem unendlicb fernen Punkte 
von i entspricbt und A v J œ || OJ^i ist. 

:3) Der GrundriB des Reliefs gebt aus dem des Gegen- 
standes durcb eine Zentralprojektion in der Grundebene T 
bervor; ibr Zentrum ist der GrundriB O ' des Auges, ibre 
Acbse ist die Grundlinie g und ibre Fluchtlinie T X TT^. 
Der GrundriB des Objektes liegt zu seinem Relief perspektiv aus 
dem Zentrum 0\ andererseits ist der GrundriB des Reliefs die senk- 
recbte Projektion vom Relief des Grundrisses, weil Vertikalen Yer- 
tikale entsprecben. Hieraus folgt nacb 162 Bd. I die Bebauptung. 

y) Legt man das Relief des Grundrisses um die Grundlinie g 
in die Spurebene TT um, so bleibt es zum GrundriB des Objektes 
perspektiv; das neue Zentrum ist die Umlegung O l von O in die Ver- 
scbwindungsebene TT W um die Linie f X TT,, (163 Bd.I). Es folgt also: 
Die in der Ebene TT aus dem Augpunkte 0 l entworfene Per- 
spektive des Grundrisses ist mit seinem Relief kongruent. 

Als Beispiel fur die Reliefperspektive ist ein Obelisk auf qua- 
dratiscbem Sockel bebandelt. Beide, das Objekt und sein Relief, 
sind in Figur 95 in scbiefer Projektion dargestellt. Es erscbeint 
nicbt nôtig, nâber auf die Konstruktion einzugeben. 

116 . Die Zentralkollineation des Raumes umfaBt als 
Spezialfâlle: 

u) die perspektive Affinitât raumlicber Figuren, wenn 
das Zentrum 0 ein unendlicb ferner Punkt ist; 

(3) die perspektive Àbnlicbkeit, wenn die Kollineations- 
ebene TT die unendlicb ferne Ebene ist; 

y) die Kongruenz, wenn O und TT beide unendlicb fern liegen. 

Die Zentralkollineation kann dazu dienen, aus den Eigen- 
scbaften einer einfacb definierbaren Flache oder Kurve die aller 
ibrer kollinearverwandten Flàcben und Kurven abzuleiten. In ahn- 
licber Weise, wie man aile Kegelscbnitte als Zentralprojektionen 
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eines Kreises erklâren und untersuchen kann, würde mau z. B. 
Oberflâchen zweiten Grades ■ ableiten ltonnen, und zwar 
Nichtregelflâchen 2. Grades aus der Kugel, die Regeltiâchen aus 
Rotationshyperboloid, die Kegel- und Zylinderflâchen 2. Grades 
aus dem Rotationskegei. Je nacMem eine Kugel die Verschwindi 
ebene TT nicht schneidet, berübrfc oder schneidet, geht sie cl 
Zentralkollineation über in ein Ellipsoid, ein elliptiscbes Pi 
boloicl oder in ein zweischaliges ïïyperboloid. Ein 



scbaliges Rotationshyperboloid ergibt im allgemeinen als Bild e 
einscbaliges ïïyperboloid; nur wenn der Schnitt der Origim 
flâche mit der Verschwindungsebene TT 0 in ein Linienpaar zerfâl. 
also TT^ zur Tangentialebene wird, ist das Bild ein hyperbolischc 
Paraboloid. Ein Rotationskegei ergibt als Bild im allgemeinc 
einen elliptisehen oder scbiefen Kreiskegel; liegt aber seii 
Spitze in der Verschwindungsebene, so wird die kollinear-verwandl 
Flâcbe ein elliptischer, paraboliscber oder hyperbolische 
Zylinder, je nachdem die Verschwindungsebene keine, eine ode 
zwei Mantellinien des Originalkegels enthâlt. 


